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BULLETIN

SCIENCES >IATHËMATiai]i:S

PUEMIEUR PARTIR.

COMPTES HENDLS ET ANALYSES,

BOREL (Emile). — Leçons sur les fonctions .monogèxes uniformes d'une

VARIABLE COMPLEXE, rédigées par Gaston Julia. i vol. iii-8, X11-1O6 pages.

Paris, Gaulhier-Villars et C'', 1917.

r^'objet de ce petit Livre est dapprofomlir la notion de /b/^cf/o/i

monogène introduite parCaiichv. qui comprend cçWeàv fonclion

analytique au sens de ^\ eîïïi'strass. mais qui ne se confond pas

avec elle. Le but qui est poursuivi, et que l'on atteint au dernier

Chapitre, c'est la définition et la représentation analytique des

fonctions monogènes uniformes (nulle part analytiques) dans un

domaine convenablement défini, dit domaine C (du nom de

Cauchy). Dans ce domaine C, les fonctions monogènes non

analytiques jouissent de la propriété fondamentale des fonctions

analytiques, elles n'admettent qu'un seul prolongement : Si deux

fonctions sont monogènes dans un domaine C et si. en tout

point d'un arc arbitrairement petit intérieur à ce domaine

elles coïncident ainsi que toutes leurs dérivées, elles coïncident

dans tout le domaine C.

Comme tous les autres Livres de la Collection de Monographies

publiée par M. Borel. celui-ci doit pouvoir se suffire à lui-même.

Aussi le premier Chapitre est-il consacré au rappel des notions

classiques indispensables pour la suite: domaines île A\ eierslrass.

(ou d'uuaines ^^ ), notion de fonction monogène <ni iinalvtique
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dans un domaine A\ , représentations diverses dune fonction

analytique définie dans un domaine ^^ , intégrale de Caucliy, séries

de Tajlor, de Laureul.

Dans le Chapitre II, on voit apparaître l'instrument analytique

qui jouera le rôle fondamental dans tout le cours de l'Ouvrage :

la série de polynonies. Tl ne s'agit ici encore que de la repré-

sentation d'une fonction f{z) monogène dans un domaine A\

(et par suite analytique dans ce domaine). On part de

l'intégrale de Cauchy et, par l'intermédiaire d'une série

de fractions rationnelles, on la transforme en une série de poly-

nômes, en supposant le domaine AA simplement connexe. Après

quelques exemples simples. M. Borel montre que de tout dévelop-

pement de ensériede polynômes, se déduit, iiràce à l'intéorale
I

i ~-u 1 . I o c

de CaucIij, un développement de ./(:;) valable dans une région

intérieure à \A . qui dépend du domaine ( (lu plan àei. u) dans

lequel la série génératrice converge vers
i(

A chaque développement de en série <le polynômes
I — Il

correspond une classe de séries de polynômes, comprenant toutes

les séries qu'on en déduit en faisant varier la fonction /\c i. Deux
espèces de classes sont surtout mentionnées :

i" Celles qui s'introduisent dans les recherches de M. Borel

sur les séries dii-ergentes^ et \e\\i\région de sommahilité :

2' Les classes de séries (M), introduites par M. Mittag-Lefller,

qui représentent fiz) dans toute Vétoile relative à cette fonction

.

Mais, et c'est une des conséquences les |)his reniarquahles de l'in-

troduction des séries (M) qu'expose le Chapitre III. u/ie série M
peut converger même hors de l étoile précédente^ et hors dit

domaine W où la fonction /{:) existe selon JVeierstrass.

(^u'on imagine, en eft'et, ua enseuahle dénoml)rable de points a„

pailoul denses sur le cercle C de centre O, de ra\on i, et qu'on

ciioisisse des n;)ml)res A„ tels que la série 1|A„| soit très

r.ipideuient ciuivergente, les
|
A„

|
décroissant assez vite (suivant

un mode pré-cisé dans rexpusilioii ), alors un peut J ornier une série

de polynômes IP^, ( ; ) ciui convergera sur une droite au moins

issue de O dans tout angle de sommet O, si petit soit-il, et gui
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cornergéra uniformêment sur tout segment fini de cette droite

l'crs la somme de la série \
jLà fin— :-

n = l

Ce résultat dépasse le point de vue welerstrassien puisque la

fonctiou f ( z ) détinie à l'intérieur de G par la série ^ '—

n — \

n'est pas prolongeahle à l'extérieur de G selon A\ eierstrass.

L'instrument analytique que constitue la série (M ) permet donc

un prolongement là où la théorie de ^^ eierstrass reste impuissante.

C'est donc aux séries (M) qu'il faudra s'adresser pour représenter

les fonctions monogènes plus générales qu'on étudie ici.

Mais au préalable, il convient de définir avec précision les nou-

veaux domaines G, où seront définies ces fonctions monogènes non

analytiques

.

Il faut d'abord étudier soigneusement les propriétés des e/i5em6/e5

de mesure nulle. A leur étude est consacré tout le Chapitre IV.

La notion fondamentale est ici celle à'ensemble régulier. Un
ensemble de mesure nulle est dit régulier lorsqu'il peut être

défini de la façon suivante :

« Soient A,. Ao, — A« ... uïTF infinité énumérable de points^

dits points fondamentaux ; à chaque entier h faisons corres-

pondre une infinité de carrés (ou cercles) ('
) G/'. C/' . — C,f' , ...

dont les aires forment une série convergente, tels que G;'' con-

tienne à son intérieur C,f^' et tende vers A„ lorsque h devient

infini. Soit E^ l'ensemble des points intérieurs aux carrés

C^f {?i=z\. :>.. . . . ) ; l'ensemhle des points intérieurs à tous

les E^ ( /* = 1 , 2, ...) est un enseud)le régulier.

Tout ensemble de mesure nulle fait partie d'un ensemble

régulier : ceci justifie l'introduction des ensembles réguliers.

Des propriétés des fracti(jns continues on conclut que, si lesA,j

sont les points rationnels, quelque rapide que soit la décrois-

sance des G,''' en fonction de h., l'ensemble régulier a la

puissance du continu. Mais, ceci est encore vrai cjuels que soient

les A„, pourvu qu'on les suppose partout denses dans le domaine

('^ Si Tensemble esl linéaire, les C^'^ seroiU des intervalles, et. au lieu de

leurs aires, on considérera leurs longueurs.
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linéaire ou superficiel où ils sont répartis. Pour établir cette

|)ropriété fondamentale, on montre qu'il est possible de faire

<:orrespondre biunivoquement le; points de deux ensembles

dénombrables partout denses en respectant Yordre des coordonnées

et la continuité, de façon aussi que les distances et les angles

correspondants soient entre eux dans un rapport compris entre

deux limites fixes.

La correspondance s'étend par continuité ii tous les points de

l'aire qui contient les A,,; elle transforme un ensemble régulier

de mesure nulle en un ensemble régulier. La proposition établie

lorsque les A,j sont les points rationnels s'étend alors facilement à

des An quelconques. Tout ensemble régulier de mesure nulle

flont les points fondamentaux sont partout denses dans une

aire a la puissance du continu.

Arrivant aux domaines C, (Ghap. V i, on imaginera des A^^

partout denses dans une aire A-.. Chaque A„ sera le centre d'un

Cercle S^ ' de rayon r[^\ Les cercles S,f' peuvent être choisis sans

point commun deux à deux. Les aires S)f- ( /? = i , 2, ... ) forment

nue série convergente, et r^f^ tend vers zéro quand h grandit

Indéfiniment. L'ensemble G^^ est l'ensemble des points de ^
extérieurs à tous les S,f . G'^^ est parfait, d'un seul tenant, G^^^ est

Contenu dans G^+'^ Le domaine G contient par définition tout

point qui appartient à un G'^' et n'en contient pas d'autre. G n'est

pas parfait, car les A,^ sont points limites de G sans appartenir à G.

Le complémentaire X— C de G est régulier, de mesure nulle ; ayant

la puissance du continu, il contient d'autres points que les A„.

Aucun point de G n'est intérieur à G au sens de Weierstrass.

^<- f (z ) sera monogène dans G : i" si elle est continue dans C,

elle lest alors uniformément ; 3° si, en tout point z de G,

le rapport -^
^_, -^

^

tend uniformément vers une limite unique

lorsque :;' tend vers - en restant dans G. »

Si R est une courbe simple ferm<''e dont tous les yx^ints appar-

t lennent à G, on montre que

_(/r = ,rf= = 2/.,. '' = »'=

la sommation du deuxième membre s'étend à tous les cercles S'„'"
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ip lixe mais quelconque ), intérieurs à la courbe K. C'est l'exlensioa

du théorème fondamental de Caucliy. On en déduit, x étant un

point de C intérieur à K,

f{z)dz

La monogénéité entraîne alors l'existence des dérivées de tous

les ordres pourf {z ).

Mais ceci exige que les rayons r\f' décroissent assez vite avec

h et n :

logloglog —

On montre enfin que, dans ces conditions, on peut, à l'aide

seulement des valeurs de J (x) et de toutes ses dérivées en un

point Xq^ former une série (^i) qui converge vers f{x) dans un

domaine Y dont tous les points appartiennent à C. [ F est défini

comme C à l'aide des points A^^ par des ravons o,^ tendant moins

rapidement vers zéro que les /^f ]• Ceci est la base de la notion

de prolongement : on en déduit que. si deux fonctions monogèfies

dans C coïncident en tout point d un arc arbitrairement petit

intérieur à F. elles coïncident dans tout F et par suite dans

tout C.

Dans C se trouvent ainsi définies et représentées analytique-

ment par une série (M) des fonctions monogènes non analytiques.

La monogénéité, mise par Cauchv à la base de la théorie des

fonctions de variable complexe, est plus vaste que la conception

de ^^ eierstrass.

Deux Notes « sur l'extension de la formule de Green aux

ensembles parfaits discontinus » et « sur la théorie du potentiel

logarithmique » terminent ce Volume qui est le dernier paru de la

Collection publiée par M. Borel.

G. J.
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ENRIOUES (F). — Leziom sllla teoria geometrica delle equaziom e

DELLE FiNziOM ALGEBRICHE, pubblicale per cuba del Dott. O. Chisini.

\ ol . Il (Leçons sur la théorie géoniétrique des équations et des fonctions

algébriques), i vol. in-S. jiS pages. Bologne, N. Zanichelli. 1918.

Nous écrivions, dans ce Bulletin (avril 1916), à propos du pre-

mier \ olume de l'Ouvrai^e de M. Enriques. que cet Ouvrage

comblait une vraie lacune, parce que les traités similaires de

Salmon et de Ciebsch sont aujourd'hui bien vieillis. Cette im-

pression est confirmée par le second \olume, et surtout parla

seconde Partie de celui-ci, où se trouve traitée pour la première

fois d'Tine façon complète, la théorie si délicate des points singu-

liers des courbes algébriques planes.

Le A olume débute par un exposé de la théorie élémentaire des

courbes planes basée sur la polarité. Après avoir étudié les courbes

covariantes d'une courbe algébricpie, le problème des inter-

sections de deux courbes et les formules de Pliicker, M. Enriques

consacre un Chapitre à la cubique plane et donne des études sur la

d(-termination des branches réelles des courbes algébriques planes,

sur le principe de Poncelet et sur la Géométrie énumérative.

Cette première Partie contient de nond)reux aperçus très sug-

gestifs sur des théories connexes aux matières traitées dans 1 Ou-

vrage. C'est ainsi qu'à propos de la théorie généralisée des formes

polaires et de la représentation des formes par des sommes de

puissances, l'auteur donne la théorie du pentaèdre de Sylvester

(surfaces cubiques). Plus loin, on trouve quelques détails sur le

problème des variétés algébriques, ainsi que sur l'extension aux

courbes gauches des formules de Pliicker (formules d« Cayley).

Le théorème d'Harnack sur le membre des branches réelles

d'une courbe algébrique est démontré de trois uianières difFé-

i-entes : la dernière, basée sur la représentation de Riemann des

points d'une courbe algébrique, est particulièiement simple et

élégante. C'est la méuie que celle donnée par Léry dans sou

M<-mi)ire posthume (Ann. Le. .\o/ni., i()i()).

Il n'était pas possible, dans un Ouvrage tel (pic celui-ci, de

passer >()u-. silence le |iriu(i|»c de la conservation du noudire tant

à cause des poh'-iniquo au\(pielle> son application a donuf lieu
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dans ces dernières années qu'en raison de son ini[)ortance. Sorti

des travaux des Poncelet, De Jonquières, Gremona, Cliasles,

Gajley, etc, le princq)e de la conservation du nombre avait été

énoncé par M. H. Schubert sous la forme suivante :

Etant donnée une variété algébrique oo^ cVéléments géomé-

triques r, auxquels on impose une condition algébrique de

dimension k définie par des relations déterminées entre Vêle-

ment r et un élémen t déterminé F', le nombre {fini) d^éléments V

satisfaisant et cette condition ne varie pas lorsque Von parti-

cularise Vêlement Y' (sauf toutefois si ce nombre devient

infini).

Ce principe tut attaqué vers 1904 par différents géomètres qui

montrèrent que son application, faite sans discernement, peut

parfois conduire à des résultats inexacts. M. Severi a déterminé,

il y a quelques années, dans quelles conditions le principe pou-

vait être employé. Le principe subsiste pou?' des conditions algé-

briques irréductibles^ ou réductibles à une somme de condi-

tions irréductibles de la même dimension

.

Le principe de la conservation du nombre, ainsi que ses appli-

cations à différents problèmes importants de (iréométrie projective,

sont étudiés dans l'Ouvrage de M. Enriques.

L'étude des singularités des courbes algébriques planes forme

lobjet de la deuxième Partie du Volume. On sait que celte étude

a été abordée par de no luljreux géomètres et suivant deux méthodes :

lune, arithmétique, due à Puiseux, et à laquelle Halphen a

apj)orté de notables contributions, est basée sur le déveb^ppement

en séries de puissances d'une variable des coordonnées d'un point

singulier d'une courbe algélirique; l'autre, géométrique, imaginée

par M. iNoether, se fonde sur la transformation d'une courbe plane

en une autre douée de points multiples à tangentes distinctes au

moyen de transformations quadratiques. Le dévelop))ement de

ces deux méthodes fait l'objet des deux premiers Chapitres.

M. Enriques, dans le troisième Chapitre, aborde le problème |)ar

une nouvelle méthode, fondée sur l'étude des conditions diffé-

rentielles qui caractérisent le passage d'une courbe par une série

de points infiniment voisins avec des multiplicités données. Au
cours de ces trois Chapitres, M. Enriques utilise des représenta-
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lions schématiques des points siuiialiers qui facilitent beaucoup

létude de ceux-ci.

Lu dernier (Chapitre est consacré aux singularités des courbes

gauches et des surfaces algébriques. jNIais. alors que l'analyse des

points singuliers des courbes gauches est relativement facile, il

Il en est pas de même de celle des points singuliers d'une surface,

l/exposé que M. Enriques fait de cette dernière question montre les

diflicultés du problème et est de nature à susciter des recherches

dans cette voie. Signalons enfin une ^ole sur la classification

des homographies hjperspatiales, terminant le Chapitre et où ce

problème est relié à l'étude des singularités.

Le second ^ olume de l'Ouvrage de M. Enriques rendra,

croyons-nous, les plus grands services, non seulement aux étu-

diants, mais aussi à tous ceux qui cultivent la Géométrie. H est

plein de résultats nouveaux et, à chaque page, on retrouve la

marque de l'esprit critique de l'auteur des Problemi délia

^iciejiza.

Ln troisième \ olume terminera l'Ouvrage et contiendra l'ex-

posé de la théorie des courbes algébriques telle que l'ont déve-

loppée les géomètres italiens dans ces dernières années.

L. Gor>EÀLX.

MELANGES.

DÉMONSTRATION DIRECTE DU DERNIER THÉORÈME DE POINCARÉ;

l'ar M. i;. GAU.

La proposition dont il sagil, énoncée par l'oincaré en U)i2 (')

et à laquelle il attachait tant d'importance, a été démonirée pour

la première fois en i()i.') par ^Nf. ("i.-D. Hirlvlioll' (-') en em-

( ') rtenclic. del Cire. mat. di Palermo. l. XWIII, p. >7'>-'|07.

( -) Voir ]iuH. de la Soc. math, de France, I. \I.II, i|)i'|, p. i-i >.
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ployant la voie indirecte. Li démonstration directe a été tentée

par M.-T. Dantzig (
' ). mais son essai est loin d'être satisfaisant

et M. BirkliofFena fait une critique trop justifiée pour qu'il soit

utile d'v revenir (
- i.

C'est pourquoi je me propose, dans ce qui suit, d'exposer une

démonstration directe, d'ailleurs élémentaire; elle est basée sur

des considérations tout à fait différentes de celles qui ont guidé

les auteurs précédents et qui ont leur source dans un élégant travail

de M. Goursat (=*); ces considérations permettent d'arriver à écrire

effectivement les équations des transformations de Poincaré.

Le théorème à démontrer est le suivant ( '') :

Considérons la couronne comprise entre les deux circon-

férences concentriques (c) et (Ci. de rayons a et b respecti-

vement (^ ]> «), et une transformation ponctuelle ( T; de cette

couronne satisfaisant aux conditions suivantes :

i" Elle est continue et bianivoque dans la couronne et sur le

contour ;

1° Elle conserve les aires;

3" Elle transforme en elles-mêmes les circonférences (C)

et (c):

4" Elle dévie les points de ((\} dans un certain sens, tou-

jours le même, et ceux de ic ) en sens contraire :

Dans ces conditions, il v a au moins un point i et par suite

deux) de l'anneau qui reste invariant dans la transfor-

mation fTj.

La dernière condition n'est pas clairement exprimée: cependant

il est certain, d'après le -Mémoire de Poincaré (et ^L BirkUoff 1 a

admis implicitement), qu'il faut l'entendre comme il suit.

(') Bull, des Sciences- math., i' série, t. XLI, 1917. p. Jo-ôt-.

(-; Jd., t. XLII, 1918, p. !\i-!\ô.

C) Sur les transformations ponctuelles qui conservent les volumes Uiull.

des Sciences math., :•' série, t. XLI, 1917,, p. 211-222).

(') M. Birkiioiï a démontré que le cas plus général où la condition (2) serait

remplacée par relie de l'existence d'un invariant inlégml positif quelconque, ain>i

que le cas où le contour serait constitué par deux courbes fermées quelconques, se

ramènent à celui-ci (/oc cit.)
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Définissons un point M par des coordonnées polaires o et w.

avant pour pôle le centre O des deux circonférences, le rayon

recteur o étant essentiellement positif : soient /• et H ir^o) les

coordonnées du transtormé M'; lo quatrième condition revient à

dire que Ion peut choisir to et de manière que la déviation (to — H)

soit de signes contraires sur (C) et (c), tout en satisfaisant aux

autres conditions.

Remarquons en outre qu'il résulte des conditions (i) et (3 j
que

tout point de la couronne aura pour transformé un point situé

également dans la couronne.

Soient alors

s =/( /, 0). to =o(r, 0)

les équations d'une transformation ( T). La première dépend

certainement de r sans quoi la troisième condition ne pourrait

être vérifiée; la transformation devant être biunivoque, nous

pourrons toujours prendre les équations de la transformation (T)

sous la forme

(i) /= F(p. G;, w = *(p, 6).

Ecri\ons d'abord que cette transformation conserve les aires:

D(p,co)
d où l'on tire

Les variables p et / étant positives, il n'y a aucune difficulté à les

remplacer par
X = p-, X = /-^

;

les fonctions F et <!> de\iennent alors des fonctions de x et ib- d, cl

la C(^ndilion pré-cédenle s'écrit sous la forme simple :

(yO
""

ox '

en appelant l [x. ) une certaine fonction de x et de Q. <>n aura

ilonc

10 = T = -T--
Ox
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11 sera plus commode de poser

U 3= a:0 H- ^ (jr, 0)

et les équations dune translormation (T) seront nécessairemenl

de la forme

f (0 = -;- —

.

M. Birkhoff a fait remarquer que les expressions (X — x)

et ((o — H) étaient des fonctions uniformes de h dans la couronne;

voici sa démonstration, adaptée aux notations des formules (2).

Supposons que,X restant constant. 9 augmente de :>, — ;le point M'

et par suite le point M reprennent les mêmes positions; donc

X reprend sa valeur initiale tandis que to varie de 2 /. — (k entier).

Cela pi'ouve

1" Que -Ta" admet pour h la période 2~;

2' Une 1 expression -r -r est toujours égale

à un multiple entier de 2-; or il est évideni, d'après les liypo-

thèses faites^ que cette expression est continue; donc elle a une

valeur constante.

Or plaçons M' sur le cercle ( c) en faisant X = «-
; si le point M'

décrit (c) en se déplaçant toujours dans le même sens, le point M
décrira la même circonférence (ci sans passer deux fois par la

même position; il en résulte que M décrira (c) une seule fois en

se déplaçant toujours dans le même sens que le point M' d'après

la quatrième condition. Dans cette opération, w

—

H reste doue

invariant et par suite la constante de tout à llieure est nulle.

Donc— admet aussi la période 2- pour la variaJjle H.

La fonction V(;r, H) n'intervenant que par ses dérivées du

premier ordre, qui sont définies et continues dans la couronne, on

peut toujours la supposer définie et continue elle-même dans le

même domaine; d'autre part, les deux dérivées admettant la

période 2t:, on aura

Vfa-, e) = \V(:r, 0)^Ke,

W étant une fonction périodique en fj et K une constante.
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Considérons enfin lu troisième condition: elle s'exprime en

tlisant que -r^ est nul identiquement si Vonjiix[lx=:a'-oux=b^;

par exemple : —
ôô

ï^ - «•

Or la dérivée de la fonction périodique W (a-. 0) ne peut pas

être constante, à moins que cette constante ne soit nulle.

Donc K = o et -tt- s'annule identiquement pour x = a- el

a-= b- ; il s'ensuit que, pour ces deux valeurs de x, ^^ prend des

valeurs constantes A et H respectivement; on jieul écrire par con-

séquent :

h^ ^ X — a-
\{x, 6) = W(r, 0) == W{x, 6) + A — j- -f- B_62 h^--a^'

^V admettant la période :>.- pour f) et devenant identiquement

nulle pour rr = a- et a? = b'-.

En résumé, toute transformation (T) sera définie par les

équations (2) où V a la forme ci-dessus; mais pour satisfaire com-

plètement aux quatre conditions imposées, il faudra en outre que la

fonction W admette des dérivées partielles du premier et du second

ordre définies dans la couronne (y compris le contour), qu'elle donne

à -— des siffnes conlraii'es sur les circonférences c et C et enfin
dx "

que la transformai ion ainsi obtenue soit biunivoque dans le

domaine considéré.

Dans ces conditions, il est clair que la fonction A
,
qui est cons-

tante sur les cercles limites et dont la dérivée -r— a des signes cons-
dx ^

tauls et contraires sur ces cercles, prend à l'intérieur de la

couronne des valeurs situées en dehors de l'intervalle (A, B)
;
par

suite, elle admet nu maximum ou uu uiinimum pour un sjstèuie

au moin»; de \aleurs ( ,r, 0). Pour ces valeurs on aura :

d\_ _0\_ _
ùx

~~
dO ~

el par suit<-

X - .r et (0 — 0,

c'esl-à-diic un poiul in\aiiaMl dans la lr.(usf(unial iou (T).
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Ou voit que la démoustration précédeute subsisterait luèuie si

la déviation (to — 0) était nulle sur les cercles (C) et (c), saut

dans le voisinage de deux points situés sur un même rayon, l'un

sur C l'autre sur c (et d'un même côté de O), où la condition (4)

serait vérifiée; dans ce cas, il v aurait encore un point invariant à

l'intérieur de la coui'onne.

SUR UN POINT D'HISTOIRE DES GROUPES FINIS DISCONTINUS;

Par M, G.-\. MILLEt^.

D.ms deux Notes insérées en 1900 aux Nouvelles Annales de

Mathématiques (3* série, t. XIX, p. 5o8), M. Michael Bauer, à

Budapest, a établi le théorème suivant :

Soit \) un groupe d'ordre

n = p^/n, (i)i,p) = i.

Si le groupe \) a des sous-groupes i/nariants d'ordre -> alors

leur nombre est- , n étant un nombre premier.
p — I

' '

Ce théorème tut appelé Bauer's Theorem par Harold Hilton

dans son Ou\rage important ; Introduction to the theory of

groups ofJinite order (1908, p. i45), et il est attribué à Michael

Bauer dans V Encyclopédie des Sciences mathématiques (t. I,

vol. 1, p. 588). La locution Bauer's Theorem se trouve aussi

dans le Livre Theory and Applications of Finite Groups [)ar

(j.-A. Miller, H.-F. Blichfeldt et L.-E. Dickson (i()i(), p. lai ).

Il faut observer que ce n'est pas M. Bauer qui, le j)remier, a

démontré ce théorème utile. Au contraire, (t. Baguera, dans une

jNote parue deux ans auparavant (.J^^t/?. Accad. Lincei Rendic.,

V série, t. VIT, p. (33) en a fourni une démonstration qui est à

l'abri de toute objection. Au lieu de Théorème de Bauer il serait

donc plus juste de dire Théorème de Baguera.

Bull, des Sciences inatkém., 1' série, t. XLIII. (Janv. ign).)
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SUR CERTAINS SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DE FREDHOLM;

Par M. Henri VILr.A'l'.

Les principales propriétés du système des deux équations init-

)
" tan g

—

~-
n) ^

y — z ^^
-

taii"^

sont bien connues. Rappelons notamment que divers travaux de

(;;ii. Kermilc ('), de T. Stieltjes (-') sont relatifs à d'importants

résultats concernant la première de ces équations; ces résultats se

iMllaclient à certains développemenis dus à Henri Poincaré (^).

IMus récemment, M. P. Fatou.dans sa Tlièse (
'' ), a |)récisé au sujet

des équations (i) diverses propriétés essentielles. Dans un Mémoire^

paru en h)i(j (''), j'ai été amené à envisai;er égaleuient ce uumuc

système, et ù en démontrer quelques particularités.

Dans ces équations {\) il faut, bien entendu, considérer les

seconds membres comme remplact'-s par leurs valeurs principales

(au sens de (/lucby). (les (qMati(»u-> appart iennent au type d'équa-

tions intégrales de l'redbolm, de première espèce, mais singu-

lièr(!s à cause de la présence de pôles simples dans les noyaux,

l/un des plus reuiarquables caractères de ce système ( T) est ((ue

les deux formules ((u'il contient sont réciproques, cbacune des

deux entraînant l'autre dans des conditions très i;<''né'rales qui ont

v\v précisées ailleurs (cf. les travaux citi-s plus baut). dépendant

(') American Jnurnal of Mathemalics, t. I\, 1^87, p. 'iSi
; <J/:livres com-

plètes, t. IV, p. '''|i.

C) Correspondance il'Hermite et Stieltjes. t. I, p. ^07 el siiiv.

(^) Com/)tPS rendus, I. XCVF, i8H3, p. m.'5'(.

(h Acta matliematica, t. \XX, igoli, p. 3.)5.

() Acta matliematica, t. \L, p. 101-17S.
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on ne peut pas dire que l'une des équations donne la solutu^n de

l'autre, à proprement parler, car les quantités Cj et C2 qui y inter-

viennent sont bien des constantes, indéj^endantes de x ou >. mais

elles ne sont pas indépendantes de la forme des fonctions /ou ^>

elles-mêmes ('), G) dépend de /. et C2 dépend de ii\ On a expli-

citement

-1= -^ /
f{Jc)dx,

^ / gyy)dy.r., =
1

J'ai été conduit à généraliser en quelque sorte les résultats con-

cernant les équations (i j ou plutcU à démontrer certaines propriétés

d'un système beaucoup plus compliqué que le système (i), mais

présentant avec ce dernier une analogie de structure marquée,

avec des différences fondamentales. Comme ces propriétés m'ont

été d'une i;rande utilité pour la résolution de certains problèmes

dont on trouvera ailleurs l'exposé, j'indiquerai ici brièvement ces

résultats qui. du point de vue de l'Analvse pure, pourront sembler

de quelque intérêt.

J'envisagerai les deux équations suivantes :

• (1)

,

(2) f(x)= — / A'^(jKi[— ~ <ijc — iy\ — ^ iix-^iy)
'

< ft-

H- ^1 1 ix — iy) -1- 'C.yi ix -^ iy )

—
"Çt i ix— iy ) — "(.%{ ix -4- iy

)

-H iIsC ix — iy) — lAix -i- iy')\ dy,

(3) g(y) =- ^ f''f{^-){- r iiy - iz) - :: Uy -^ iz)

— r, («> — / ^ I -^ r, ( iy - iz)

-h'Ct{iy — iz) — -Ciiiy-^iz)

-^ ~.%(iy — iz) — U{iy -^ iz 1] dz,

dans lesquelles les fonctions ^a, I| «. ^o«. ^r, a sont les foncti(Uis

elliptiques bien connues, construites avec les périodes .;»W|. i^oj;,.

Comme ci-dessus, les valeurs des seconds membres doivent être

entendues comme égales à leurs valeurs principales. Dans ces

formules ne figurent pas, aux seconds meudjres, de constante-.

(

'
I II. \ iLLAT. loc. cil., p. loS.
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addilives. Conune pour les équations (i ) ou a là deux équations de

Fredholni, singulières, de première espèce, et la singularité

polaire des noyaux interdit rapjilication, à ces équations, de la

théorie générale des équations de première espèce, due à M. E.

Picard (') et à ses continuateurs (-).

Je me propose d'abord de faire voir que, en supposant ato, réel,

et MO3 imaginaire pure, les deux équations [2) et (3)/our-/iissenf

en ternies explicites la solution Vune de Vautre.

Nous prouverons en premier lieu que chacune des équations

ci-dessus ne peut admettre, par rapport à la fonction qui v entre

sous le signe intégral, qu'une seule solution au plus. A cet effet

j'utiliserai quelques résultats de mon Mémoire déjà cité des Acla.
Envisageons la fonction analytique suivante :

(1),

"-

Si l'on se reporte à la page 1 56 [formule ( 1 1 ;)] de mo.n Mémoire,
on voit que cette fonction, régulière dans tout le rectangle cons-

truit sur les demi-périodes avec un sommet à l'origine, jouit dans

ce rectangle des propriétés que voici : Sa partie réelle est une

fonction harmonique nulle sur les côtés horizontaux du rectangle,

c'est-à-dire pour Z = X ou Z = (O3 -h X, avec o<X<w,. Et

lorsque Z tend vei\s un point d'un des côtés verticaux, d'or-

(h)nnée \ , la partie imaginaire de cette fonction tend vers la

valeur <i(Y). Ceci posé, admettons que la fonction (1( t) prenne

des valeurs symétriques pour des valeurs de t équidistantcs de ^;
on pou ira alors écrire

iîCL) -Z. f''
0(t)\:_,(z- t) -h r,(Z-^ //) ^ ^(Z - i()— Z(Z -+- il)] dt

-^-f G(/)| :;i(z-(03-f-//)^-r,(Z-t03— //)

— r (' z — (.)3 -^ ,7 ) — ^ ( z -j- („:j— // 1 <//,

(') Comptes rendus, i
', cl :>8 juin i(,o<(; ficndiconti del Circolo di t^alernio,

l. XXIX, 191...

{') Nolainmenl Laiiucri.la, Atli drila li. Arcad. dei Lincei. — \:. I'ku.ne.

Lincei, igin. l'alcrnio. 191...
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c'est-à-dire par une traiistormalion facile

— ^,(Z — /7) — ^ifZ-f- /7i

Revenons alors à la formule (2). Si celle-ci admettait plus

d'une solution ^ (j), la différence G(r ) de deux d'entre elles

devrait vérifier l'équation.

-^ ^2 ('>- 'V) -^ ^2 ('> -^l'O — W''y —'f >

—

-Aiy -+- ''
)] ^' = o-

Or le premier membre de cette dernière relation est la valeur que

prend la partie réelle de ii(Z,) lorsque le point Z s'approche du

point iy de l'axe imaginaire en restant dans le rectangle. On peut

du reste aussi constater sans peine que c'est également (mais cette

fois au signe près) la valeur de la partie réelle quand Z s'approche

du point oj, + iy. Donc l'existence d'une fonction (t(^) non iden-

tiquement nulle, satisfaisant à l'équation ci-dessus, entraînerait

que la partie réelle de Q( Z) fût nulle sur les quatre côtés du rec-

tangle. Cette partie réelle, singulière dans tout le rectangle, y

sera donc identiquement nulle, et par suite la fonction iî(Z) se

réduira à une constante imaginaire pure. Cette constante est du

reste zéro. En effet, faisons dans (4). Z=r — ^-\, on trouvera

*<-^*'-'-t>--(^-"-t)--]'"-

Or on a

(x + ,-,+ ^)=;(x^,7-i^^-»,)=r.(x-,v-^) fa
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<t (lc> fonnules analogues; de là on tire

"(^-T)4,r« U)

' ï(x-
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liers de cette fonction sont des p«">le.s, qui seront évidemment loii-

simples tant que z- est différent de x. Faisons donc jusquii

nouvel ordre cette livpothèse; dans le rectangle fondamental cons-

truit sur 2(-), et 2W:. couime côtés, ou plutôt dans le rectangle

déduit de celui-ci par une très légère translation vers le bas et vers

la gauche, qui amène l'origine à l'intérieur du rectange, les affixes

des prUes. au numhre de seize, sont les smvant> :

t-i = '-•

/io= -Xi-'H— ' -r

/,!= OJi— iz.

; , = CJ , -f- 2 CO;i— i Z.

(7)

/., = 2 W:{— /a",

t<,=^ "Ji -f- 2 0)3— i:c.

t^ = — cij2 — ix,

ts —~ iv, — ix,

t- = ojj-i- /a*,

/s = cj, — ix.

t\i =— w,-f- / z,

ty^ = — 102 — '-^T

'lô = tiJ.I-t- / 3.

La multiplication de L (f) par / — ^, ù'= i, 2. . . ., 8) donne,

pour la première parenthèse, la valeur limite -f- i et — t alternati-

vement, quand on fait tendre t vers ti. D'autre part laddilion

d'une période ou dune demi-période aux (ii\ erses foncti^)ns ^-j^

ap[)orte les modifications indiquées par les formules suivantes:

(8)

1 r (//H-2(0a) = r ?/ — 2r,x.

f ^a*^ " -t- 2 (i)^ ) = ïa " -J- î*- ',3,

On conclut de là que les huit premiers résidus de la fonc-

tion L {t) sont respectivement

/ ?i = — ^ ( ' ^— iz) -^-l. {ix -^ i Z) — Z\{ix — « c ) -f- ^i ( ix -^ i z'\.

-r- »î(/^ — /2 ) — Zi{iX -^ i z ) ~ 'C:;( iX — i Z }
— '^^C iX — i z ).

pi = — Z ( ix -h iz } -{- "1 ( ix — i z ) —. . .^= — s,.

?3= l.id.r — iz) — "Z^Hx -1- /c) -H. . . = — ^;,,

^9' < '4= >|(/x — /::)— ....= p|.

1 Ps = ^3 ( « .r — t - )
-^

,

= —
,

,
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et un calcul cinaloi;ue donne pour les luiiL deralers résidus

( p9 = :: (ix -^ fz)-^^ ( Lv -^ iz) — ^i{ix — /a ) — ^i (i j: -4- î s)

+- to{ix — iz) -f- Zî( icc -f- /-) — Zsii-c — i-^) — ^sf*^— '^ ',

plO = — ?9-

?11 = — ?95

(\0) ^ pi2= 09,
• -^

pl3 = — ?9i

pu = P9,

pl5= p9i

', pis = — pa.

(.4 suivre.)
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SUR CERTAINS SYSTÈMES D'ÉQUATIONS DE FREDHOLM:

Par m. Henri VILLAT.

( Suite et /in.)

Vav conséquent nous pourrons écrire, en clési;Linanl par D une

constante (par rapport à /),

ij(n = D
Z(t — ix) — Zt t— 2 (03 -H ix)

— Z(t — W 1 — ix ) -T- ^( t — Oi 1
— 2 fO:j + ix)

— i^(t -h to-2— ix) ^^{t -i- oii-i- ix) )

-i-^(t — (03— ix) — ZJt — (1J3-+- ?a7)
î

,
ZAt — iz) — Uf — '20i3^iz)

— ^(t — Wi — iz ) ^ t{t — OJi — itOs-r- i z)

— t(i-^ ''^î— ^^) -^'^Jj ^ W-2 -H t - ) }

-f-^(/ — (o...— iz)~Z(t-~ 0)3^ iz)
]

ou iiiieux

(,i-)Viff\ = n ' ' i

": (t-ix)-": {t^ix)-Zi(t-ix)^z,,(f^ix),^ ' '^^^
I —'liit — ix)-^^^.(t-^ix)-hlÇ,j{t—ix)—'::iit-+'ix)\

_^ [ : u-iz)-i: {t-i-iz)—^^i(f-iz)^-^i{f^iz)i
°''

\
— ^2 (^ — '-) + ^2 (/ + iz) -r- ra (7— i:.)--Z,n(t^iz)\'

Pour déterminer la valeur de la constante D, nous ferons dans

celte éi;alité / = o. Il vient ainsi

(12) D = (

—

^tix ~h iZ\ ix — 2Zvix -h iZ^ix)

X ( iti z ^- 2^1 iz — 2 Ço ^^ — ï ^3 ^^ )

-;- Oi ( 2 ^ j .r — 2 wi ix — 2 1^2 ix -4- 2 ^3 ix)

~T- pg( 2^iz — 2~.i i ^ — iZii z -^ 2l_jiz ).

Or il est Inen facile de voir que l'expression placée au second

Mieudjre est une fonction elliptique, de ix par exeuq)le, avec les

périodes 210,, 2103. Ensuite les p(')les de cette expression sont eu

('•vidence. Le p<)le ix = o est simple, son résidu y est nul, de siule

que ce point n'est un pôle qu'en ap[)arence seulement : pour ix=^ /;,

tui trouve comuie résidu

— (2 'lix— iZi ix— 2 ^2 i-^ 4- i ~3 i^)— i
•>• ^ ' -^— i^.ii^- — ''- ^2 / - -r- 2 ^3 iz ):^_r,

Bull, des Sciences niatliéni., 2" série, t. XLIIf. ( F('viiri- kjii)
)

o
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cest-à-dire encore zi'-ro. .Même résultai pour iX = — iz, etc. T«mis

les résidus sont donc nuls; D. considéré comme fonction de ix.

rst une fonction régulière sans pôles, donc c'est une constante par

rapport à X, et aussi par rapport à z, à cause de la symétrie: du

reste les mêmes considérations se répètent sans difficulté relative-

ment à la variable z.

Ainsi D se réduit k une constante qui ne dépend ni de oc ni de r.

Pi>ur avoir la valeur de cette constante, nous pourrons donner à x

fl à z des valeurs particulières, nous choisirons les suivantes :

OJi
dans ces conditions, il faudra remplacer /a? —• iz par — , ei ix

par — — oja; alors l'expression de D deviendra

l f "'3
, y <"3 y W:i , W:3 \

C 2 w i- 2 ,1 iX.^ 2^3
\ }. ' ).

""2 '
'^ I

X

I y "Jl V /W|
. \ y Wl ^ /(0|

""
2 ~"

\ 2 ^/ ~'^ 2 "^ \ 2

X 1-2^^
2 " 2 2 /

Or on démontie facilement les foriuiilcs siiixantes

ri3.

w,

2

(0,

W:,

ipii (l(M (Milcul des formules {H). Uonc le prciiiier el 1»- dernirr

des lroi> produits (pii (ii;urenl dans I) disparaissent; ([uant au
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deuxième, le crochet qui y (ioure se transforme en

_r^_v ^_v. ^ ^ ^ ^_*- !!ii_^ flL^^ ^ ^^
2
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sager l'expression

(i4) \{x,z,t)^ f +r \5{iy)cly

f /
\J{t)dt

Or l'intégrale indéfinie de — 'U(<) esl

(
— tp, log

(i5)

— tpo log

g(^ — t'a?) Jj (^ + t>) 7o(< + ix) ^zit — /^)

<i{t -Jr- ix) <Ji{t — ix) (Joi t — ix) (73(1 -\- ix)

a{t — i z) iji(t -î- i.z) <J2(t -i- iz) 'J:i{t — i z)

<j{t -h iz)7i(t — iz) <72{t — iz) fj^it -h i z)

Pour /^o, sous le premier signe logarithme on trouve immédia-
(03

lement + i
;
|)our t = — , on a

C03
IX ] (J[ [

— IX ) ^o
OJ3

-\- IX) aj

/W3 . \ /0J3 . \ /W3
«a- ) 7, ( I X \ l-ii IXj fJi { h IX

Mais (') on peut (''crire ceci, en ramenant tout au même argu-

ment ^- -\- ix,
2

103
a CO3 aj I — -t- t X

<•>:$

- {-T-*- '> )';3 7l lO:,a.,W.-i
e 2 a| — IX

7(0
:i

T
~~ -r ix \ r,.i

ce qui se rc-diiil à riinilé. On en conclut pai- conséquent

V(r,z,£) =— ;'p,

T (— te) u,('i.ix — t £ ) 7i(-iix — / £ ) (T.-, (— il)

nliix — t£) «Ti (— te) Œof— te) 73(2 1./-— j'e)

ai /ï) 7,(2 ta- -I- t'e) 72(210- -H /£) 7;, ( /£ )

I

7C2/X -i- t£) 7, (te) 7j(i£) 73(243^ -I- /î) I

7(fX— iz — /£)7i(l>-+-i5 /£)75(t'j'--l- te — il)<7:t(ix— /; II)

^{ix H- iz— i e) 7] (ix— iz— t e) 7-2( ix— iz — t'e) 73(/.r -j- /.

a(ix— iz-, iî)7i(ix-hiz-hit)'j.i(ix-h iz -+- ii)73{ix— ii

ii\

+- il

}

ai^ix-r-iz-'- is.)7,(ix— iz-r- n)i^{ix— iz-h- iz)i3(ix-^ iz — it)\

(') Cf. Tannkiiv cl Moi-K. Fonctions efliptif/ucs, \I1, 3.
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ce que nous écrirons sous la tonne

(i6; V(ar. z, si = — as, log
|
A(a", z)\ — iz,j\og\ B(x, z, z)\

29

en posant

'17)

(18)

Atx, z) =

B(x. ;

^iiix -i- iz) Jiiiix — it)ii( îiX —
Z( -IIX IZ) JiiT.lX -r- IZ) rj^l 7.1X —

/ T ( ix — i z — i £ ) 7 ( iX -^

,7 (ix-~ iz — iz) 7 {ix —
' x —. / ii{ix -r- i z — iz) j\{ ii

\'Sx{ix — iz — iz) 3-, (/j

X Ti( ix -^ iz — iz)'Si{ ix —
l 7, ( i

)rsz(iix -f- t£
)

z ) i^( -iix — iz)*

iz)

iz)

z -r- iz)

Z

l Z — iz)-ii{ l X -T-

I i^iix
— i z — iz ) ^^{iX ^-

\ Ï3 ( ?\r -I- iz — iz)z-i{ i X—

Nous avons maintenant à envisager l'expression

(1)3

(19) i /
- f \{x,z, z)f{z)dz.

' «-0 "-^.v-r-r,

IZ)J

z -4- iz)

-^iz)

Le petit intervalle, exclu primitivement autour de la valeur parti-

culière y de z, peut dorénavant être sans inconvénient pris en

considération, car il n'introduit plus visiblement aucune difficulté.

Mais il en est autrement, comme nous venons de le voir, des

valeurs de z voisines de x. Nous exclurons donc momentanément

l'intervalle x — t^., x -\- t2 de valeurs de ^.De sorte que la quantité

à étudier devient
(1)3

(•^o) -i r' ''-^

f" fiz)[-ip,los\A(x,t}\-i:.,\os\B(x.z.z)\\dz.

Il nous faudrait en trouver la valeur limite lorsque s et So tendent

vers zéro. C'est là un problème fort délicat, pour cette raison que

l'on aperçoit assez aisément que les éléments de l'intégrale consi-

dérée, qui sont à une distance finie du point z = Xj apportent à

l'intégrale une contribution qui tend vers zéro avec e; c'est par

conséquent le seul élément voisin de : =^ x qui donnera la valeur

limite de l'intégrale à étudier. Or c'est justement pour cette

valeur de la variable que les calculs antérieurs cessent d'être

entièrement valables, pour les raisons qu'on a expliquées. On
peut arriver à tourner la difficulté, par l'emploi d'un artifice utilisé
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récemment par M. E. Picard (') à propos des équations intégrales

de troisième espèce, équations qui, malgré des différences essen-

tielles, ne sont pas sans présenter quelques analogies avec celles

qui font l'objet du présent travail. Cet artifice consiste à prolonger

analjtiquement les fonctions à étudier dans le domaine complexe,

de façon à éviter par un petit contour curviligne le point z ^= x
d'où provient la difficulté. Jemploiei'ai dans cet exposé un autre

artifice plus indirect, mais qui conduit assez rapidement au but.

On peut tout d'abord extraire de l'expression (ao) la portion

qu'on peut évidemment écrire

0,f{z)\o^\k(T.t)\dz

; 'og
I
Au T Af(z)d.:

Or d'après (17) il est manifeste que. pour t assez petit, A(a7, î)

sei'a aussi voisin de un que l'on voudra, et le logarithme de son

module sera aussi petit que l'on voudra. Par suite, la contribution

fournie à la valeur limite de l'intégrale sera nulle.

Dans la partie restante de l'expression (20) nous commencerons

par faire une transformation, dont le motif apparaîtra un peu plus

loin. Les fonnules d'homogénéité relatives aux (onctions ellip-

tiques donnent

X.i iu
I

CUl 10;)):= l"l

i( iu
I

coi 0J3) = «3

et, par consécjuent,

IM,.

< OJ 1

.

(03

03\

Ltilisons alors une formule connue (

-) pour les fondions t consi-

«iérées comme construites avec les nou\elles périodes a/to,, ^^;

cela donne. a\ec les changements de notations nécessaires, et en

conservani bien entendu hi uolalinu r,,, r^:^ pour les fonctions

(') Annales de l'École Normale supérieure, '9"i P- 'p().

C) Tanneiîy Pl Afoi.K, Fonctions elliptiques, CVI. 1.
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elliptiques aux périodes 2to,, no-i l'égalité

( 21 ) log!i(i^ — icc -+- it
1
101OJ3)

•2 " /7T 2OJ3' ° 2W3

•-'- 10 3

dans laquelle le lo<;arilhme possède sa déterminai ion dite princi-

~ —
pale, et où ^ est nus pour e '"'

.

On aura de même

ii-i) loga(/:p — f':; -i- /s
I

(.01OJ3)

r- , 20)3 T,3 . i-(r— ^-t-£)

2 "4-20)3 >"J3

(l-7"^'-)
1

D'où, par dillérence,

g( iX — i z — t£ )

?-i-(x— z -h z)'

'•iW3

(Vi) lo
i( ix— iz -+- iz )

loo

i7:( z — X -^ z )

nz( X
20J3

-^t^Z-X)

-> î-2—;— sin ^ ^sin
:

^d r(i— q '><') W3 t03

les termes imaginaires disparaissant du reste nécessairement dan,-

le second membre.

(^n a maintenant, d*a|)rès ( 10 ),

09 = ^

(

Ix — iz) -\- R

en désignant par Pi une quantité qui reste linie; |)uis. d'après la

l'oiinule (C^ I, 2) (
' ). on a encore

1 p,,= R-+- /^i";— a-i— t(oi, ^y

(•>-i)
K ^ / ii 5 _ .r ) H col—

^

'

W3 '. C03 2CO3

11- v^ r/
2''

-I 7 —^ ^;- sni
w. >iij I — r/

2/-

/w-i c — .r )

(') 'I'annkky et MoLK, Fonctions ellipti(jues. I\ ,
101
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Observons maintenanl que, clans la fonction B(;r, z-, t) délinie

par la formule (18), les seuls facteurs qui puissent s'annuler dans

l'intervalle d'intégration sont justement ceux dont nous avons

calculé il y a un instant les logarithmes parles formules (21) et(a2).

Tous les antres facteurs, autres c[ue ces deux-lù ainsi mis en évi-

dence, forment une quantité B,(;r, r, z) qui reste finie et non nulle.

De tout ceci il résulte que, si dans la partie de l'expression (20)

qui nous reste à étudier, nous remplaçons logB(x, ;, t) par

<j( ix — i s — le.)

logBi(.r, z, £)-i~ los
(Z + tt)

et si nous utilisons les développements (20) et (24) démontrés

plus haut, l'expression (20) en question se décomposera en un

certain nombre de termes rentrant dans les types ci-dessous :

1" Un terme

2" Des termes de la forme

10J3

,T.ix-Z^t)

2(0.3

dz:

P désignant une quantité finie;

3° Des termes de la forme

. i-(z — x^
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Il n'y a donc à s'occuper que des trois premiers tvpes pour eu

cliercher les valeurs limites. Pour les termes du type Tj, il est

aisé de voir que leur limite est nulle; en elFet, appliquons ici

l'inégalité connue

f uvdz\ <( f ir-dz\( f i'^dz\,

nous trouverons sans peine

<

et de même

P/(c»log

V'-f^z^dz

«in
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j)orl des arcs, TeiTeur ainsi commise étant néglij^eable ; considé-

rons alors l'expression

f^ log^ dz.

(]omme on à. pour u petit,

log2 \u\<
IO!i«

U

<m voit de suite qu'on pourra écrire l'inégalité

J< -logî

de sorle qu'au voisinage de .; := a?, il suffira de supposer que £

tend vers zéro plus vite que £3? pour être assuré que la contri-

ijution envisagée à l'intégrale (20) est bien aussi petite que l'on

veut.

Comme on ])eul répéter un raisonnement analogue pour l'in-

tégrale

/ 'og2

sin



et
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que le cliangement tle variable auquel on vient de faire allusion,

a savoir

Zi= —z,
W3

remplace l intervalle o,27r par o,

—

— et non o, —.; mais comme

rien n'empêche de supposer «(^j) nulle identiquement entre
-J-

et 2-, on se rend compte immédiatement qu'il n'y a aucune diffi-

culté à conclure comme on l'a dit ci-dessus.

Il ne reste donc plus qu'à nous occuper de la quantité a, et à

faire voir qu'elle tend vers f{x). Nous allons déduire cette con-

clusion des propriétés déjà connues, du système (1). Revenons

en effet à ce système, que nous écrirons en changeant légèrement

les notations :

Il est facile de vérifier que la partie principale de l'intégrale

/
'

, ^1 — ri j
cot =— dyi

est nulle. Si par suite nous transportons G(yi) tirée de la seconde

équation, dans la première, nous aurons, après avoir eu soin

d'isoler deux petits intervalles autour des valeurs critiques,

l'éc|uation suivante :

— G, -4- F(xi)

F(z,)dz^= iim
s.,.„_>„ ,7:- /„ j^ i^,,„-llZlZlr^,,^Zi:^Il

£ "dy, f

-h/ dj-i ...(hi+ dji ...dzi(

ou encore

(3o) F(.Ti.) — C.i = lim(.l,-i- J2-4- J.t-f- Ji),
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eu désignant par J, . Jo. .T3. J -, les quatre tenues du second membre.

Or un calcul élémenlaire donne [)Our Tintéiirale indéfinie

3ii

J larm-

dv

^^-Zi,^,,Zlll^

en supposant c, ^ X), la valeur

ri — -^'i

J'i— 2 COI
.r, — Zi

.ri — -I

On en conclut successivement

>= — ;—;; 1 F(Zi)dZi .r,— £|

dzi
I

-i-r— xi-hti

U =-^/ F,..)^^. -—.-

t ;i 11 g
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Mais la valeur de G( est justement

C,=: 7^ T" F' --'--'

{cf. par exem[)le mon Mémoire déjà cité des Acta, [». io8j. De
xirte qu'il nous re:>te

(3-2) F(:r, .= lim —- \
—

/

- •' I
- - 1

F( Si ) col log 1 \dzy.

Cela est, à peu de chose près, la conclusion que nous désirions

obtenir. Faisons en effet dans cette équation le changement de

\ariable

i- z

W3

et posons
l-X IT.l ^ i-i^_

5 £l = ? Oi = :

Wj W3 (03

Supposons en outre que F(c,). qui est une fonction qu'on peut

choisir d'une façon entièrement arbitraire, soit égale à f{z) dans

l'intervalle o,—. de valeurs de z. et ;i zt-ro en dehors de cet inter-
?. i

valle. Dans ces conditions, le second meud)re de la formule (•>^)

coïncidera exactement avec l'expression % qu'il nous restait à

t'-ludicr. dette dernière expression a tend donc \evs f(x ), ce qui

acliè\e notre déuionstration.

Les formules (2) et (3) sotit do/ic bien réciproques ainsi que

nous l'avions annoncé. \ u la façon symétrique dont ces formules

font intervenir les deux fonctions /et a. il est bien clair que tous

les raisonneuients des pai\igraphc> antérieurs pourraient être trans-

posés, mutatis niutandis. en ren\ersant le vù\c i\e> deux équa-

tions. De sorte que l'équation ( > 1 donne la solution de (3), tout

aussi bien que (3) donne la solution de (2) ainsi que nous venons

de le constater.

.Nous allons maintenant donner, des dé-veloppemenls qui pré-

cèdent, une application intéressante. Dan- un problème de IMiy-
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sique matlieinatique dont l'exposé trouvera sa place ailleurs, on

rencontre l'équation suivante :

(33) lyi

-T- ^1 ( ix — iy
,) H- ^1 ( '^ 4- iy)

— ^2 ( ix — iy ) — ^2 ( ix -+- iy
)

-^ ^3(1^ — iy) -+- w3(«.r -f- iy)\ dy

= — - rr / ^'(0[ ? (t^ — «j-Hw (f.r-t-0

— r,r<>— o — ~i(''-^-+-0

H- ^2 ( «a: — / ) + ^2 ( ix -f- <

)

— rs ( /.r— ^ j — ^3 ( /> — t)\dt

qu'il s'agit de résoudre par rapport à la fonction inconnue gi^}')-

Si l'on désigne le second membre de cette équation par f{x)^

celle-ci prend la forme exactement de l'équation (2) à laquelle

s'applique la théorie antérieure, et par suite sa solution sera

donnée par la formule (.)). Explicitons ici cette solution.

Tout d'abord le terme constant qui intervient dans /( .r) fournira

pour^^fr) l'expression

(34) f\- Z iiy — iz) (ly^iZ)

— r,(f> — /3)-Hri(«> -h î^)

-^li{iy — iz) — li{iy^iz)
-+- ^:s('> — iz)-- 'Çziiy -T- iz )| dz.

Or l'intégrale indéfinie de la fonction (réelle), qu'il s'agit ici

d'intégrer, est

\'^ iy — i z ) ^ ( iy -,- i z) ^idy — i^) ~\ i iy -}- i z i\

'^l 7o( iy — iz ) c^i iy -^ i z ) T;. (iy — i z) n^ f iy -+- i z)\

Pour :?=: o. elle prend la valeur

^- iy ^î iy

^liy^liy

P»uir j := —. , on a la valeur
7.1

loi

'('>-?)' ('>-?)"('>-t)"('>-?)

'.('.•-?)-('>-?)-('>-?)-('>-t')
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( )r ou sali que
— *"' ""

/ I ,,

7 ( H 1
oj, 103 I uj ( u

I

w, W3 ) = e - T
I

;/ — co;,

et

to,

a3(«
I

(0, W3) a3(?<
I

to, W3) = e 2 jj
(

?/

Doue la quanlité-A devient

(03 .

A = loi

(T
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cil n'oubliant pas. bien entendu, que c'est la partie principale de

l'intégrale (îi) qu'il s'agissait de calculer.

Ceci posé, venons au ternie essentiel qui figure dans g{y) el

qui dépend de la fonction A. Les calculs des paragraphes antérieurs

nous permettront d'être un peu plus rapides dans ceux qui vont

suivre. Un chaiigeinent de l'ordre des intégrations, analogue ii

celui déjà rencontré plus baut. nous permet d'écrire le tenue

en question sous la forme

(36) S=-^^ Inttdtf [ r,(jz t \ ^L I i z -^ t )

X [— ~ <^ '> — '-> -^ ^ ( iy --13)

— ^1 ( «> — « -s ) — ^1 ' '> -^ 1 5 )

-r- v2 ( 'y ' - ' ^2 ',
0' ' - '

-i- ^:j ( ij- —13) ^:j ( / >' -i- / S ,lj dz,

l'intervalle r — =, )' — t devant être réservé momentanément dans

l'iiilégration relative à z.

Posons alors

u,(0)=
( ^ (o_/)^^ (0-^ /,_:,( 6 — — ^i(f> +
-r-rî(6— t)-^Zi((i-\- 1) — ::_,,( b — t) — z,-,{fi-i- 1)\

x[— ^ (ir-fi)-z (/> + e. — r,u> — 6)-^^,fô- + 0)

— ^, ( iy — ,-:;.,( /v- ^ 6 ) — %. ( iy — 6 i — ^,, ( iy + 9 ;].

On voit de suite que c'est là une fonction elliptique de H. avec

les périodes 2w, , 2 W3 ; dans le rectangle des périodes déjà envisagé.

ses pi'iles sont

/?] = iy. />o = l.

Pi = >. C-J:; iy, /'ID = •> (O, /.

/J.j= (.,,— />. ^,,= ,0,— /,

P* = f'Jl — 2(0:; iy. /'12 = Wi /.

/>.5 = — <>J2 -H / )'. pi-, = (Oj— /.

/)6 = — (Oo— 0', p^.^ — i.,,— /,

/J7 = fo;; -H / >•, P\r,=^ f'Jj -^ '

/'x = W:j — iy, Pic, = W:;— 2 (•>! — ^

Bu//, des Sciences niat/iém., v série, t. \[,ll[. (Fiviier ifiif).) \
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Ce sont des pcUes simples, avec seuleiiient deux résidus distiacls

(au signe près), à savoir

-4- r^C iy --t)-^l,{ iy -^t) — l_:i{iy—t) — ^j( iy ^ t),

^•g.=— 'i, ': = — 'i, ''s--''!;

(37) ^

9 = -^ (iy-t)-^-. iiy-^t)^l,{iy — t)^li{iy^t)

-^ Uiiy — t) — r.2( iy -H /) + li{iy — t) - Wjy -^ 0.

/'lO^ — '.!> ''11 = — '«) '"12= '"9; ''1» = — '''.M

''li= '';i) '"l3=^ ''9. ''1(1 = — ''9-

On en conclul

u,(6) = c + /-,[ r (0-t»-c (ft^'»-^i(e-i» + r.(0--/r)

+ r,( 6 - i>) - :;,(o ^ .» - ^^e - iy) + ^,(0 -^ iy)\

_4_,,,[ r (e-o-^ ce-/) -^,(6-0 + ^1(6 + /)

— ^2(6 — ^)^-^2(e^/)-+-^:J('e — /j— r,(6-i-/)i,

C désignant une constante par rapport à 9. l\)ur ilétenniner cette

constante, nous ferons 8=:tt; U| devient nul et nous obtenons

iJ'itù, par conséquent

u,(0) = M
;

[r (6 - iy) - 1 (0 4- 0') + 2r ^-j

-+- KîC - 1» - ^> ( ^:- j» + -i l, iy]

- [ C:i ( - 00 - r. ( + iy) +- >. l, iy\ !

-^'•9| K (o-/)-r (e + /)-i--2r t]

-|!;,(6-o-:i<:o-4-/) + '.>.^,/l

— |r..(0 /) ::,(6-+-o-+-2!^2'']

()|jser\(>ns luamleuanl (piOn a

et lies lormules analogues : |>ar suite, m inli-granl enire zéro
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et — et évitant le i>etit intervalle \oisin du point />', il nous vient

(38) r ' U , (0 I f/O = fi, /, (Xiy — -.liy-^ U iy — ^:j iy) ^ f"3 r^iU — t^l — 'C^J- ^.o

-f- /, l0£

H- '» 10 g

— 'J — -+- '^ Mm — - '

(^' ')"(t-')"(t-')"(t-')

'•)

'(?-')"(t-')-(?-')''(t-')

Or la partie qui dépend de £, dans ce résultat, tend vers zéro

avec î. iJ'autre part, l'expression

(t-'j-(?-')"(?-')"^t-')

(?-')-(t'-')"(?-';"(t-')

prend la valeur i ainsi qu'il est loisible de s'en assurer en utilisani

les propriétés connues des fonctions ^oj. On peut en outre sim-

plifier le coefficient de /•, en employant des formules telles que la

suivante :

(''' T/ ''''•^' ^ T"~"'7 ""^ T(u;. 53( tjK— —
j-

Portant ce résultat dans S, nous parvenons en fin de compte à

cette conséquence, que la solution de l'équation (33) est donnée

[)ar la formule

^39) ^(r,' = log
Ç:tof.K?-2-i ly

47r2 ./

1 w:i (.-.''y - ^1 iy ^ -."- iy — -.' *>

)

h{t)' -r- -i-rx log

t)

,dt.

r„oi,{tt -Zit — l^ f -^ l,t)



îi PRIÎMIÈRIÎ PAHTIE.

qui peut encore s'écrire

(.\o) ^(r)= log

-+- coaiUj^— :,tj/

^ '"
•

4- 2 log

T
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piirlie réelle prend lu valeur /<( u) pour F = u et pour F =ol):! -+- /^

(<»-<" <C <^'Ji )r <"L sa partie imaginaii-e prend la valeur — M'{^')

pour F = /cet pour F = lo, H- m'( o << r < —. )• Or si l'on calcule

les parties l'ëelles A, et Ao de cette fonction en des points de

même ordonnée sur les deux bords verticaux du rectangle, c'est-

à-dire respeclivement pour ¥= iç et F = tO( -t- /(( o •< f <C — )»

on constatera, au bout d'un calcul sans autre difficulté que sa lon-

gueur, que l'équation (Jo) ci-dessus exprime l'égalité

Aj Al = -2 77.

Kn outre. Il est aisé de se rendre compte que ii(F) est réel pour

" = -^ + a (o <; u <; w , ).

Cela étant, posons

2

et faisons la transformation

r , — —^\0"S = —^ (logo -r- l'i ),

en prenant pour l'angle o la détermination comprise entre zéro

et 27r; cette transformation fait correspondre au demi-rectangle

supérieur du plan F, une couronne circulaire. La circonfé-

rence
I

.ç
I

= 1 correspond à F = -^ -^ u\ la circonférence

s| = 7 = e

•rt t''3

/ tl),

coiTCspond à 1'' := 0J3 -j- « (o < w << oj, ). Dans ce domaine, la

fonction Û(F) deviendra une fonction de 5, Ûi(^) à la vérité non

uniforme, mais la différence

sera uniforme, en choisissant pour log .ç une déteruiination quel-

conque, par exemple celle dont l'argument est compris entre zéro

et 2—.

On vérifie maintenant de suite que. pour cette nouvelle fonc-

tion ^^(a), la partie imaginaire est nulle pour |5 |
= 1 , tandis que.
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pour s = f/e'v, la partie rt'-elle devient égale à H(cp)— çj. en dési-

i;nant par Hi/f) ce cpie devient la fonction /t(u) quand on y reiu-

|)lace // par — C3. c'est-à-dire en i)Osant

hf^o\^ni-y).

Or il résulte de mon Méuioire ( *) fprune telle fonction ^^(s)

|»eut recevoir la forme suivante :

les demi-périodes oi\ et co^ étant liées à ^/ par la relation

q = e 2/m'i

D'après ce qui précède, cela permet de prendre

tu'., = •> (0;j.

Wj, 2 0J;,

( )n a aK)r>

~Z f
fH(tf 1— 9]f/log;:jo

(
-^i0£;.ç — — 9 — W;i

Reuiai-qiious mainlenani que le bord vertical i;auclu'

corresj)i'U!l dans le plan s à la |)(>rtion d'axe réeldélinie par ci = n

'/ <! P
<"

1 • •>" uinven de la relation

P=~ — 'og?-

\ux point > ((M lespondauts, le coel'licient de / dans t>, (.v) est

r.rp)=_ logo -H ^^ H /^ [[I(ce)-o] •

1 1
Wl

-il^logp
t:

'
•,,,,) -rfïi!,,,,,-'^, _,..,)]<,.

(
'

j Ir/^». |,. 1 -S.
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le siiiue 11 sii^uiliant : P.utie réelle tle rexjiressiou qui su il: cesl-

- '-
^'o

I y l^'H
I

<'Ji
'\

-, l "J:;, "•'1 \ \
l ;:jl-r— logo —

'^ W:i tO ] > (O
:) 1 -i- ^:, 1 t— lOgS ~'f~~^'-'i|/

^/--.

Or ou a

el de luèine

f.j.

..)

W|

OJi (Oi 2

Wi '2C0:j

V IT. '
' T. '

>l iW:!
)

tO| KO:;

en désignant |)ar y/j la quantité analojiue à r,3 relatne aux tVtne-

lions elliptiques de denîi-|)ériudes (o,, ^(03. On en c«uiclut

G(p)=— lo-p^^ / \H(o) — -ç]

r /'•'I
,

^•^l \ v- /
<^'Jl |„, '-'1 \ 'l,:j{^l0gp— — 9 — (0:, 0Ji2W:j ) — : ( -v^lOgp— — -^

— OJ:, I

j
\ l I.

~
/ \ ' '^ '

f /.-

- ^3
( yz '<3S?-— r + '•'^) - M 7Z •«? .^

-" —
'r
- "^

^

j ]

Or la lonction G(o) devien<li'a précisément, d après les re-

marques faites au début, la fonction o- qu'il s'agissait de déter-

uiiner, en faisant correspondre convenablement les points ties

deux plans s et F; on \(»it aisément que G(p ) sera identique

à §'{t) si Ton fait la substitution

(O,

l( -h ilOj

Faisons en même teuips. dans la fmniule précédente,
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on voit que l'on obtiendra

, , 2 7r TCtO:j I r^"' f , X
-i-uX

OJi lOJi T.J^^ \ Wi /

r wj (— lit — 211
\
lOi-lMii) — t(— 2it — ik)!

,

I
-i- w:j(— 2/V -r- 2« -+- atOs) — ^(— 2 l't -+- 1 II) \

La quantitt- entre crochets, qui peut s'écrire

F = Z('iu -+- lit) -h li-iu — lit) — "l-ititi H- iit) — ti(2u — y.it

)

est visiblement réelle, ainsi qu'il fallait s'v attendre. En utilisant

les formules d'homogénéité

^
'2 /

et les relations

'cAx\— i<ii\ z= e^x -^li{x\ to,W3) 4- r;,(.r
|
w,W;j),

(Ui voit qu'elle pourra prendre la forme

p _ I r X. {il -^ it\ loi oj;j) -!- ^ ( // — '0 "^ ^1 ( " -^ *"o -^ ^1 ( « — jt )
"1

les fonctions X qui interviennent dans celle formule étant cons-

truites avec les périodes ato,, aco;,. La solution do l'équation (•>>)

sera donc obtenue sous la forme (h'-linilixc

•>- TtOJ:( I C^'^' l

,

~ -l-uX
(11) A'-(n = t ^ -.—-

-. / \hKU)

^ r ^ (u^it) ^ ( // — iV ) 4- ^1 ( « -I- t/ ) -+- ^i
( M - - il

)

li{u — it) — Z;i ( U -- // I
— ^:j { U — it ]

du.

évidemment plus avantageuse que l'expression (lo) nblenue |>ar

la première mcUhode.
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COMITES i{|':ni)us et analyses.

Tl RRIlîlRE ( Emile;. — Slk le <.alcll des objectiis astronomiques de

Fraunhofer. Travaux du Bureau d'Etudes d'Optique du Service

géographique de l' Année ; Fascicule n 1. L'n vol. in-8, i23 p., •>. fig.,

3 pi. hors texte. Paris, imprimerie du Service jîéographique de l'Armée,

décembre 1917.

Le Mémoire de M. E. Turrière forme le premier fascicule

d un ensemble de publications sur diverses questions d'Optique

appliquée. Dans ce travail, l'Auteur a étudié le problème des

objectifs de Fraunliofcr. Ces objectifs, les plus importants des

objectifs astronomiques, jouissent dune propriété remarquable,

qui les caractérise parmi les systèmes à deux éléments : ils sont

corrigés simultanément des deux aberrations sphériqucs (suivant

l'axe, et en dehors de l'axe).

Le but principal de l'Auteur a été de réduire à une forme cano-

nique définitive les équations du problème, en insistant, plus

spécialement, sur les objectifs ordinaires des bonnes longues vues.

C'est là un sujet qui a «'té traité dans de nombreux travaux; il

semble jîourlant que. jusqu'à présent, les Auteurs aient un peu

trop négligé les qualités de sinq:)licité, de symétrie et de clarté qui

s'imposent ici, peut-être, plus qu'ailleurs. Le plus souvent, les

Calculs se présentaient sousune forme lourde, rebutante et rcljplle

aux applications.

Par ses élégantes reclierclies sur la Géométrie infinitésimale et,

notamment, sur les Congruences, ^L E. Turrière était tout indiqué

pour mettre au point la question; et, en eftet. par m\ choix heu-

reux de paramètres et d'inconnues, il a été conduit à des formules

très simples qui lui ont permis d'approfondir divers problèmes

importants pour la pratique. C'est ainsi qu'il a pu obtenir les

expressions explicites des coefficients de l'équation (') du cin-

quième degré qui détermine le choix des verres des objectifs

(') CeUe équation, qu'on a appelée en Vllemagne e'/uadon de von //ce-A. dnit

porterie nom de O. V. Mossolti.

Bull, des Sciences niathéni., 2' série, t. \LI1I. (Miir> igni.) ^
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ordinaires de longue- vue. Et, partant de là, il a pu donner

une solution rapide d'un problème abordé précédemment par

H. Harting.

A diverses reprives, d'ailleurs, l'Auteur s'est servi du langage

géométrique qui permet une interprétation attrayante de la dis-

cussion. Ajoutons enfin que le côté historique a été constamment

examiné avec impartialité, et que les indications bibliographiques

ont été mentionnées soigneusement.

En résumé, il s'agit là d'une étude très sérieuse, qui ne doit pas

rester isolée; l'Auteur annonce, en effet, la publication de divers

travaux d'Optique appliquée, et, notamment, de traductions ou

exposés des recherches de l'Ecole d'Iéna.

R. Garnier.

MELANGES,

SUR UN THÉORÈME RELATIF A L EXTENSION DU THÉORÈME DE ROLLE
AUX FONCTIONS DE PLUSIEURS VARIABLES ;

Par m. E. GAU.

M. Mladen T. Beritch a énoncé le théorème suivant :

Etant données deux fonctions f [x^ y) et ^{x, k)? continues

à Vintérieur d'un contour C et admettant des dérivées par-

tielles du premier ordre par rapport à x et y continues pour
tous les points à Vintérieur du contour C, si ces fonctions

s^annulent aux deux points A et B, le déterminantfonctionnel

r^ / i s'annulera le long d'un nombre impair de lignes h qui

séparent les points A et B, en ce sens qu'on ne peut pas passer

du point A au point B sans traverser un nombre impair de

lignes L.

C) Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. 166, if)!*^, p. 279.
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Ce théorème, tout au moins sous la forme générale où il est

énoncé, est inexact. Prenons, en eilet :

et deux points A ( x = i ,
)' = o) et B (a: = — \ ,y =z o) où s'an-

nulent ces fonctions. Le déterminant fonctionnel est ici égal à

i {x'^ H- J'")
; donc il n'existe aucune ligne L.

Le raisonnement de l'auteur, appliqué à cet exemple particulier,

montre aisément le défaut de sa démonstration; on voit ainsi que

les deux surfaces :

't,z-T-x-—y- — 1=0.

\j.z -T- ixy = o.

qui sont continues et passent par A et B. se coupent suivant une

ligne discontinue qui n'admet pas de tangente parallèle au

plan X y.

La même observation s'applique au théorème réciproque, énoncé

par l'auteur comme conséquence du précédent, ainsi qu'aux géné-

ralisations pour les fonctions de n variables.

SUR LE CALCUL DES PERTURBATIONS;

Par m. h. VERONE.

I. — Formules générales des perturbations.

\. .Je considère un système de 2Ji équations canoniques

,,, dU àY dru àV ..

*^^ -dï^d^r -dr = -Wi ^' = '-^' •••''^)'

définissant le mouvement d'un système mécanique. La fonction

caractéristique F (E,-, r,,-, t) peut dépendre explicitement du

temps t.

Je suppose qu on ait su intégrer complètement ce système :

alors les ç/,r,j seront des fonctions connues du temps t et de 2/?

constantes d'intégration C(. C^. C^.„.
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Je suppose malulcnaiil, ainsi qu'il iUTi\e en Mécanique céleste,

que l'on ait à étudier un second mouvement voisin du premier, et

soient

^..^ dxi dF ùf dvi c^F df

les équations canoniques qui définissent ce nouveau mouvement,

F {xi, yi, t) étant la même fonction caractéristique (où les lettres

x/, j^< remplacent simplement les lettres ç/, r,,) et tf (xi, yi-, t)

désignant une petite /o«c^fo« perturbatrice.

Nous allons envisager ce second mouvement comme ne diffé-

rant du premier que parce qu'il est troublé par l'action de la

fonction perturbatrice. A cet effet, nous posons

•ï"; = ?i -^ Ozj- yt = ',( -+- '•ru^

et nous allons chercher des formules donnant les perturbations

o:/, or,/, en tenant seulement compte de la première puissance du

coefficient perturbateur £, et en négligeant $-.

Considérons l'équation auxiliaire, aux dérivées partielles,

que nous écrirons ain>i

,„ -1^ -(,,[.,=_/,

la notation (s-, F) désignant, sui\ant l'usage, la parenthèse de

Poisson relative aux deux fonctions 7( ^,-, r„-, /) et F(ç,-, r,j, t).

Je suppose que, de cette équation, nous ayons su obtenir une

intégrale particulière quelconque a- (H,, r,,, /). Il suffira de poser

>> (>7 . 07
0?, = — E-—

,

0T,,= £-—

,

pour Uioir résolu les équations (H)-

La v(''rification de cette affirmation est irnniidialc : il >iiffit.

dans les équations (II), de remplacer x, par ;/ — -•r—' X' !'•*''

"Il'

o~ .
1 • 1 - • I

•
>

Y,/ -h : -T > pour constater qu on a ues ulenliles (on négligeant £-
),
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eu vertu des équations (l) et ( i ) : la première équation {II)-, par

exemple, devient identique à l'équation (i ) dlITérentiée par rap

port à Tj/.

Il reste à obtenir eirectivenienl de léquation ( i ) une intégrale

^(c/, r,/, t). C'est ce qui va être immédiat, au moyen d'une

quadrature. Ecrivons à cet elTet les intégrales générales des équa-

tions (1 1 sous la forme

(2) Ï,= cp,i7, Cl, C2, ..., Co,,), r,i='!ji(t, Cl, C2, G2,,;:

ces 2/1 formules peuvent être considérées comme définissant un

cArt7i^e/?ie«^ «^errtr/rt^/t'.s permettant de passer des 'j.n lettres ;,, y,/

aux 2« lettres C (ou inversement )(' ce changement de variables

dépendant explicitement du paramètre t ).

Exprimons alors la fonction y( ;/, r,/, t) au moyen des nouvelles

variables C : elle devient une fonction /"(G, , Co, ...., Co„, t) de

ces nouvelles variables et du temps t. Si nous posons

(3) cr=- f /(C, C, C2„, t)df.

quadrature où les lettres C sont traitées comme des constantes,

nous avons là une fonction c-fC,. C-,. ..., C^uy i) qu'on peut

exprimer au moyen des formules (2) en fonction des variables

Ç,-, 71/, et t. Cette fonction 7(;<, rj,, t) satisfait identiquement

à l'équation ( 1). Il est très facile de le vérifier par le calcul; on

peut aussi remarquer sur la formule (3) que —/est la dérivée

de 7 par rapport à t lorsque les G ne varient pas, c'est-à-dire

lorsque les ç/, r„ vérifient les équations (I);or le premier membre

de ( I ) désigne précisément la même dérivée.

Ainsi, il a suffi d'exprimé?^ la fonction perturbatrice / en

fonction des constantes d'intégratioîi C du mouiernent /ion

troublé; de calculer la fo/ictio/i s par la quad/atui'e [3);

d^expri/ner cette fo/ictio/\ 1 au /noye/i des variables ç/, r^: pour

en déduire i/nmédiatemen t . au moye/i des formules

(4) '''^~^^'
'''"^--d^r

les valeurs explicites des perturbatio/is oç/. or,/ à partit d'u/ie
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époque quelconque t(, (les quantités Ôç,-, or^/ annulent, en eftet,

comme a-, pour t = Iq) (')•

2. Une rejnarque s'impose ici. Dans la quadrature (3), nous

avons pris comme limite inférieure d'intégration l'époque ?o à

partir de laquelle- nous voulons calculer les perturbations. En
d'autres termes, les formules (4) donnent les perturbations des

éléments du mouvement troublé, à partir des éléments du mou-

vement non ti^oublé auquel il est« oscillateur » à l'instant ^o (' )•

Mais nous aurions pu prendre comme limite inférieure d'inté-

gration un autre instant quelconque t'. Plus généralement, nous

aurions pu prendre, au lieu de t, une autre intégrale particulière

quelconque 7' de l'équation (i), et en déduire d'autres valeurs

pour les perturbations. A quoi cela aurait-il correspondu?

La fonction 7" = 7 — 7' satisfait à l'équalion

(1 OIS) — 1- (a , I< ) = o.

qui n'est autre que l'équation (t) sans second membre. Cela

prouve que
7"= const.

est une intégrale première du mouvement non troublé (I), et que

les différences

rj /),= or,,— -/;,•= z-^

sont des perturbations qui correspondent à ime fonction pertur-

batrice identiquement nulle; autrement dit que i,-|-o''^,.

(') H. Vf.rgni:, C. II. Acacl. Se, 20 novembre ifliG, et Bulletin des Sciences

mathema ligues, novembre el décembre 1917-

') Nous disons, suivant l'usage, qu'un mouvement troublé et un mouvemen

non troublé sont « osculateurs > à un certain instant, si, à cet instant les

positions et les vitesses des deux mouvements sont les mêmes.
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Tu -f- B"r^i sont un système de solutions des équations (l) infini-

ment voisin du système ç,-, r,,-.

On voit donc que ô'E/, o'r,, constituent bien un système de

perturbations : seulement ces perturbations, au lieu d'être cal-

culées à partir du mouvement non troublé (^,-, ru) sont calculées

à partir d'un mouvement non troublé (ç,-|- o"ç/, r\i -+- S"rj/) infini-

ment voisin, et correspondant à des valeurs infiniment peu diffé-

rentes des conditions initiales.

3. Faisons encore, en passant, une autre remarque. Soit

çs(^,-, ri,) une fonction quelconque des variables non troublées

hi 'f\i- Que devient-elle lorsqu'on remplace les i/, r^ par les

valeurs troublées

Xi= $j
-\- 8^-, yt= r^i -h St),?

On a évidemment

d'après les formules (4). Nous pouvons donc dire que la « pertur-

bation » de la fonction œ(^,-, -/]/) a pour valeur

Supposons que

tp(Ç,-, rj,) = const.

soit une intégrale du mouvement non troublé. La formule précé-

dente nous montre encore que

«?(^(-, J/) — £(cr, <p) = const.

sera une intégrale du mouvement troublé.

En particulier, supposons la fonction perturbatrice / identi-

quement nulle, si bien que les équations (II) coïncident avec les

équations (I). Alors s- est une solution u" de l'équation (i bis)

sans second membre, et

!t"= eonst.

est une intégrale des équations (I).

ç — 2 (a", <p) = const.
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est alors nue intégrale de ces mêmes équation^ ( 1 i. dépendanl du

paramètre arbitraire infiniment petit z.

i\ôii> eu ilédiiixins le lliéorème bien connu de Poisson : Si 'ù el

7" sont dewj. inti'grcdesi des équations iX). (
7".

'i ) en est une

troisième.

A. La méthode qui vient d'être exposée pour le calcul des

perturbations ne diffère pas essentiellement de la méthode clas-

sique de la variation des constantes; elle n'est qu'une façon-

particulière d'exposer cette métliode. Seulement, ici. au lieu de

calculer les variations des constantes d'intégration C. nous cal-

culttns directement les variations des variables ;/. r,/ elles-mêmes.

au iiKtyen ties torinules (4 ).

Ces formules ( 4 ) ne sont pas seulement très simples au point

(.le vue l'ormel. mais elles paraissent aussi susceptibles d'appli-

cations pratiques. V titre d'exercice, nous allons en faire ici

l'application aux deux problèmes principaux de la Mécanique

céleste : perturbations du mouxement elliptique képlérien d'une

[)lanète, et mouvement d'un corps céleste autour de son centre de

gravité. Nous serons conduits à des calculs analogues et aux

mêmes résultats que par les méthodes usuelles. Pendant que nous

serons en train d'étudier ces deux problèmes, nous en profiterons,

en terminant, pour rappeler comment on peut les aborder par des

\oies entièrement élémentaires, et sans faire appel à aucune con-

naissance de Mécanique analvtiquc.

II. — Al'l'l.li \T10N AIX l'HOhLKMES DE L.V .MÉCANIQl'E CÉLESTE.

rJ. Théorème de Lagrange-Poisson . — Dan> les problèmes

de la Mécanique céleste, il arrive le plus souvent que la fonction

caiMcl<''rist iquc l"i;/. T,,)du luouveuieni aou troublé' ne contient

pa- explicitement /, ne tlépend pas des r^,-^ et ne dépend pas non

piu', de tiius les ;/ : elle ne dépend que de quelques ç,. ipie nous

a|>p( lleidii^ les ;,/, réservant la lettre z/, pour ceux des ;, <jui ne

lii;ureul [m- dans f . Nous distinguerons de même les y„ en deux

i;ioupe>. les /,,, cl les r,/,. correspondant respectivement aux z„ e'

aux ;/,

.

<>iiiinl il l.i foueiiou |iertiiibiii rice f[^,. r^i. / ). elle ilé-peuil île
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toutes les variables ;,, r,/. ryiais elle est fonction périodique

(les y,,; elle peut aussi dépendre explicitement de /. mais sous

l'orme périodique éi;alement.

Dans ces conditions, les équations ( 1 1 du mouvement non

trouljlé nous apprennent immédiatement que tous les ;, sont des

constantes, ainsi que les 7,^ : quant aux r,a ce sont des fonctions

linéaires du temps (
'

1

f.a= nat -H Â„.

Observons que les constantes

d¥

sont des fonctions connues des z,,- ce ne sont donc pas des con-

stantes d'intégration indépendantes. Les 2/j constantes d'inté-

gration (Celles que nous appelions plu? haut C|. Go, ..., Ca/, )

sont les ;,. les r,6, et les 1:,,.

Puisque la l'onction perturbatrice / est fonction périodique

des Y„ et du temps t, nous pouvons la développer en série trigo-

ncimétrique sous la forme

* ^) f —^J^ ros(aiT,, -+- a2r,,-+-. .
.— 7.„r,«-^ ?' — *,')•

OÙ les a, [îi,
-' sont des constantes (les a sont d'ailleurs des

nombres entiers 1, et où les A sont des fonctions des ;,.

Le calcul de la fonction 7( ç/. r,/. M par la quadrature (3) est

alors immédiat :

(" 6 j 1 — — / ^ -^ co? ('/.{ r,i — ao r,.2 — . . . ^ a„ t,„ -1- ^i / — ",) dt

—r sin ( 2| r, , -^ a, r.o-f- . .
.-^ a„ r.„— i « -r- Y ) -+-K

A
lai Ux-^i-in-i

Le terme K est une constante de quadrature calculée de façon

que 7 s'annule pour t ^= t„. Ce terme K. ne dépend pas du temps :

il dépend seulement des constantes d'intégration du mouvement

non troublé: eu d'autres termes, il est lui-même une intégrale du

mouvement non troublé, et joue le rôle de la quantité 7" dont i!

('^ Dans le» applications qui -iiiivent. les r,, seront des angles, et les /» , des

vitesses angulaires.
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est parlé au n" 2. Les termes des perturbations oH,, or^i qui

proviendront de ce terme K correspondront uniquement à un

changement infiniment petit des conditions initiales du mouve-

ment non troublé : on pourra donc en faire abstraction, étant

entendu que les perturbations seront calculées, non pas à partir

du mouvement non troublé « osculateur » k l'instant ?„, mais

à partir d'un autre mouvement non troublé très voisin de celui-là.

Les formules (4) deviennent alors

Ces formules résolvent complètement le problème (*), elles

donnent les valeurs entièrement explicites des perturbations.

La seule opération préliminaire à effectuer est le développement *

de la fonction perturbatrice sous la forme trigonométrique (5),

opération qu'il faudra effectuer dans chaque cas et que nous

n'étudierons pas ici.

Etudions de plus près les perturbations, telles qu'elles sont

données par les formules (7). Tout d'abord, remarquons qu'elles

sont, en général, essentiellement périodiques : le temps t n'y

figure en effet que sous les signes sinus ou cosinus, et son coeffi-

cient y est

(8) at «i-f- a2«2-H- • .-t- P-

Il y aura toutefois exception, et nous aurons aloi's un terme

séculaire (linéaire en /), lorsque ce coefficient sera nul. Car

alors le terme correspondant du développement (5) de la fonction

perturbatrice /sera indépendant de f, et la quadrature (6) intro-

duira dans <7, et par suite dans 0^/ et Svi/, un terme linéaire en t.

Si nous nous rappelons que les lettres n„ qui figurent dans le

coefficient (8) proviennent des seuls •/)„ (les ru, ne dépendant pas

de /), nous voyons d'abord que le coefficient (8) sera nul dans le

cas où ^ sera nul en même temps que tous les nombres entiers

(') Ces formules sont presque identiques à celles données par II. Poincaré

dans ses Leçons de Mécanique céleste (t. II, p. 2), el nous y arrivons, somme

toute, presque par les mômes procédés.



MÉLANGES. Sg

a,, ao,
,
qui correspondent aux rj^. Le terme correspondant

de <j ne dépendra pas des yj^? il i^e dépendra que des r,i et des Ç,.

Les perturbations séculaires correspondantes des r,/ et des ç^

":/ OT,/,

pourront ne pas être nulles, mais les perturbations des ç„

seront nulles.

Ainsi les variables z„ qui figurent effectivement dans la

fonction caractéristique F(ça) du mouvement non troublé

n^ont pas de perturbations séculaires. C'est en cela que consiste

le célèbre théorème de Lagrange-Poisson.

En dehors du cas où |j est nul en même temps que tous les a,,,

il pourrait arriver accidentellement que l'un des coefficients (8)

soit nul, s'il existait entre les lettres na une relation linéaire

ù coefficients entiers de la forme

(g) ai «1 -*- aono-^. . .-^ 3 = o;

mais les n.c sont des quantités qui dépendent des constantes d'in-

tégration du mouvement non troublé, et la probabilité pour qu'une

telle relation existe est infiniment petite; nous supposerons

qu'elle n'existe pos. Mais alors, si les coefficients (8) ne peuvent

s'annuler, il peut arriver que l'un d'entre eux soit très petit, si la

relation (9), sans être exactement vérifiée, l'est approximati-

vement. Les formules (^) montrent alors que les perturbations

com-espondantes sont très grandes : on dit qu'elles sont affectées

d'un « petit diviseur » ('). Observons, sur les formules (7), que

ce « petit diviseur » figurera à la première puissance pour les

perturbations 0^/ et OT,é, mais qu'il figurera au carré pour

les or,rt (les n^ dépendent, en effet, des ;«etpas des ç^). Ce seront

donc les variables 7;^ qui auront leurs |)erturbations le plus

affectées par le « petit diviseur ».

Nous avons donc achevé le calcul des perturbations qui sont

de l'ordre de la première puissance du coefficient perturbateur s.

(') H. PoiNCABÉ, Leçons de Mécanique céleste, t. I, p. 124.
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Ces perturbations comportent des termes de deux sortes : pério-

diques et séculaires. Ces derniers ont une importance toute spé-

ciale, parce que leurs efl'ets se cumulent; les termes périodiques

alTectés d'un " petit diviseur ont aussi une importance par-

ticulière.

Si l'on voulaft pousser l'approximation jusqu'à l'ordre de z-.

£', ..., ce que nous ne ferons pas ici. on verrait apparaître une

troisième sorte de termes, dits séculaires mixtes^ parce que le

temps y figure à la t'ois sous les signes sinus et cosinus, et en

dehors de ces signes.

Il nous reste à faire l'application des formules à des problèmes

concrets.

6. Perturbations d'un mouvement képlérien. — Comme
première apjilication nous étudierons les perturbations du mou-

vement dune planète P de masse ni. soumise à l'attraction du'

Soleil de masse M. et troublée par l'action d'une autre planète de

masse m'

.

Nous prenons comme mouvement non troublé le mouvement de

la planète P rapporté au Soleil; ce mouvement non troviblé est le

mouvement elliptique képlérien d'un point mobile attiré par un

centre fixe do masse M -(-/>?.• il est complètement détlni par les

six éléments suivants :

<:/, demi-grand axe;

e, excentricité;

/ , inclinaison
;

0, longitude du nœud;

Tïf, longitude du périhélie
;

/', longitude moyenne.

La connaissance de ces six éléments entraine en effet, à chaque

instant, la connaissance des coordonnées du point P et de sa

vitesse.

Mais ces six éléments ne constituent pas un système de variables

canoniques^ c'est-à-dire qu'en les adoptant pour inconnues, les

équations de mouvement n'auront pas la forme canonique. Or il

est nécessaire, pour l'application de nos formules, que nou>

employions un système de variables can(Uiit|ues.
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Posons

L = m /m -^ m y/a

.

G = L \/i — e-. 8 = G cos f,

l=i—rr,, ^. = 7Tî — 0. f) = 0.

Le système des si.v éléineiits L, (3, H, /, ^. détermine, loiil

aussi bien que le précédent, les coordonnées et la vitesse du

point P. En outre ces six quantités constiti/e/it un système de

variables canoniques (
' i.

Les grandes lettres L, G. t) vont jouer le rôle de ç, de la

théorie générale; les petites lettres /. :?. vont jouer le rôle

des Y,/.

Au point de vue de leur signification physique, on voit que

L définit le grand axe de lorhite, (3 représente en grandeur le

'< vecteur des aires , (-) lu composante de ce vecteur normale au

plan de référence sur lequel on compte l'inclinaison ?', la longi-

tude du nœud, g l'angle du nœud et du périhélie. / l'anomalie

uioyennc.

Exprimée au mo\en de ce système de variables, la lonction

caractéristique V du mouvement non troublé, qui en représente

(au signe près ) l'énergie totale, a pour valeur

in^i M -r- m )-

1' = T-^
—

'

elle ne dépend que de L (qui \a jouer le rôle de ;„• tandis que

/ va jouer le rôle de /•.rt).

Dans le mouvement non trouble. L. G. (-), g. H sont des con-

stantes. / seul est une fonction linéaire du temps

l— nt -r- k.

le moyen mouvement n avant la valeur

1)1' I M — ni )-"=—
Ti

Xous retrouvons bien les propriétés connues du mouvement

(') Voir sur ce point H. Poixcaué, Leçons de Mécanique céleste, t. I, p. -'\

et suiv.
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elliptique képlériea. Les six constaates d'intégration arbitraires

sont L, G, 6, g, H et k.

Examinons maintenant la fonction perturbatrice / du mouve-

ment troublé. Comme nous rapportons ce mouvement troublé au

Soleil, nous devons considérer la planète P comme soumise (Jîg' i ),

Fig.

P

-~;;;=. P'

.',-V?^-

non seulement à la force -^ (dirigée suivant PP') provenant

réellement de la planète P', mais aussi à une force d'inertie qui

est le produit de sa masse m par une accélération égale et opposée

à celle -7^ (dirigée suivant SP' ) que la planète P' imprime au ,

Soleil. L'ensemble de ces deux forces dérive de la fonction de

forces suivante :

. m ni ,

r

cosa

qui est notre fonction perturbatrice.

Dans le calcul de celte fonction perturbatrice, qui est très

petite, on peut regarder la planète troublante P' comme décrivant

autour du point S un mouvement képlérien non troublé. Dans ces

conditions, les coordonnées du point P' sont des fonctions pério-

diques du temps; les coordonnées du point P sont d'ailleurs des

fonctions périodiques des trois angles /, g, 0. On peut donc déve-

lopper la fonction perturbatrice en une série trigonométrique de

la forme

(10) /=^Acos(x,/ — a^^-najO-l-^^-f- Y),

les a étant des nombres entiers, les A dépendant de L, G, H.

Cette forme est identique à la forme (")) du n" 5, et nous nous

trouvons exactement dans les conditions d'application de nos

formules.

En particulier, le tliéorème de Lagrange-Poisson nous apprend

que L (qui joue le rôle de q„) n'aura pas de perturbation sécu-

laire : c'est la célèbre j)ropii(''ié connue vous le nom (Vi/narid-
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bilité du grand axe. Nous voyons aussi que s'il y a un « petit

diviseur » (ce qui arrivera si les moyens mouvements des pla-

nètes PP' sont presque commensurables), c'est la longitude

moyenne / (qui joue le rôle de r,«) qui subira, de ce chef, les

perturbations les plus importantes.

En résumé, on connaîtra entièrement les perturbations, si l'on

a su, au préalable, développer la fonction perturbatrice sous la

forme trigonométrique (' lo), opération que nous nentreprendrons

pas ici en détail, nous contentant de signaler sa possibilité.

7. Momement d'un corps céleste autour de son centre de

gravité. — La seconde application que nous ferons sera relative

au mouvement d'un astre autour de son centre de gravité. Nous

prendrons pour exemple la Terre que nous assimilerons à un

ellipsoïde de révolution.

S'il n'existait aucune cause perturbatrice, son mouvement

autour de son centre de gravité serait un mouvement à laPoinsot.,

dans lequel l'axe de la Terre décrirait, d'un mouvement uni-

forme, un cône de révolution autour dune direction absolument

fixe dans l'espace. Il se trouve d'ailleurs que les conditions ini-

tiales sont telles que ce cône de révolution est excessivement

délié, l'axe de la Terre ne faisant qu'un angle excessivement

petit avec l'axe du cône qu'il décrit. Mais c'est là une circons-

tance initiale qui n'a rien de nécessaire, et l'on pourrait imaginer

qu'elle n'est pas réalisée. C'est pourquoi nous prendrons comme
mouvement non troublé le mouvement à la Poinsot le plus i;énéral.

Les perturbations proviendront de la présence des autres astres

(Lime, Soleil) qui exercent sur la Terre non sphérique un petit

couple perturbateur.

Pour l'application de notre méthode, il faut d'abord définir la

position et les vitesses de la Terre autour de son centre de gra-

vité par un système de variables canoniques. Nous définirons ce

système de la façon suivante (' ) :

Soient {fig. 2) O le centre de gravité de l'ellipsoïde de révolu-

tion auquel nous assimilons la Terre. OX\Z trois axes de direc-

tions absolument fixes dans l'espace. Oxyz trois axes mobiles

(') C'est le système de variables employé par H. Poiiicaré dans son Cours de

Mécanique céleste de la Sorbonne en 1909-1910.
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invariablement liés à rellipsoïde. O:; étant Taxe de révolution.

Il est clair que rorientation de ce triède Oxyz donnera lorien-

talion de l'ellipsoïde terrestre, et que ses vitesses seront entière-

ment définies à chaque instant par les trois ])rojeclions />, r/. r de

la rotation instantanée sur les axes mobiles Oxyz. ou l)ien encore

par les trois projections Ap, A*^, C/', sur ces mêmes axes, du mo-

ment cinétique OP(A, A, C représentent les trois moments prin-

cipaux d'inertie de rdlipsoïdc).

Considérons alors les six quantités suivantes :

G, moment cinétique pris en grandeur (longueur OP);

<I>, projection du moment cinétique OP sur l'axe des z mobile ;

0, projection du moment cinétique OP sur l'axe des Z fixe;

y, angle des plans PO/> et POr :

'^. angle des plan^ PO3 cl x()z\

0. angle des plans POZ et \0Z.

Il est facile de voirque ces six quantités, qui définissent com-

plètement l'orientation et les vitesses de l'ellipsoïde uiobile (
'

),

(') Les angles (o et '{/ sont, en efl'et, détrrminés, puisque

or. il est évident que les cinq angles to.
(J/, /, 9. délerniincnl coinplélenienl

l'oiienlaliou de l'ellipsoïde. Ouanl aux vitesses, elles sont aussi délei ininées,

puisque le vceleiii' <)P — <i .t, pour projecliKUs sur les a\os innhilos, A/). Ay. C/".
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constif lient au svstèinp do variables canoiiKjiio (
' i. Les grandes

lettres (t. (p, B vont |i)iier le r(Me des ç, de la théorie ijénérale,

les petites lettres y. 'j, vont jouer le rôle des yj,.

Exprimons au moyen de ce svstème de variables la fonction

caractéristique F du mouvement non troublé : elle est égale (au

signe près) à l'énergie de ce mouvement, qui se réduit à la demi-

force vive (-)

F =

Elle ne dépend que de G et <l> (qui joueront le rôle des ;„).

Donc, dans le mouvement non troublé, (j. «ï^, et ^ sont des

constantes, y et s des fonctions linéaires du temps,

y = V / -i- A\ o = vi / -f- A]

,

les vitesses angulaires v, v, avant les valeurs

(') On peul le voir ainsi : donnons à ces six quantités des accroissements

oG. o<t>. ôe. o/. 69, 56.

cela constitue une modification virtuelle delà position et des vitesses du système.

Dans cette modification virtuelle, le travail des quantités de mouvement a

pour valeur
GZy -^-'^oç h- 606,

car les angles w et 'y ont bien varié de o'u et o'y dans celte modification

virtuelle, mais ces variations oo et r>'^ n'amènent aucun travail des quantités de

mouvement.

Or lorsque, suivant la mélliodc classique de Poisson-Mamillon, on adopte

pour variables descoordonnées curvilignes 7, et les quantités p—-—- correspon-
oq

,

dantes, les quantités q. p forment, on le sait, un système canonique. Dans une

modification virtuelle quelconque oq^, op^ de la position et des vitesses du

système, l'expression dilléreiiiiclle S/7,oy, représente, elle aussi, le travail des

quantités de moui'enienl.

L'expression
Go/ + <l>îi, + HoO — Zp/.qz= o

est donc une différentielle exacte, et c;ela prouve que les viiriable> G. <l». 6, /, s, 0.

constituent, comme les variables p^. q. de Poisson-Hamiltoii, un système cano-

nique.

(-) La force vivo a pour valeur

A
(

p-^- -^ q^ ) - C/-^ = 1-
( V/,- 4- V^ q^ ^ C^ ,'

, ^ IzLi: C- r^ - ^ - ^^^ «l'-

Bull, des Sciences matlicm,, 2* série, t. .\LIII. (.Mars igi»).) 6
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i\ous relrouvoiis l)ien les |)n)priclcs comuies du monvenieul à

la Poiiisoi. Le vecteur OP du moment cinétique est (ixe dans l'es-

pace, et l'angle •-!> = VO z est constant; l'axe de révolution Oc-

tourne autour de l'axe lixe OP d'un mouvcuieni Uniterme. Les

six constantes d'intégration arbitraire sont G, tt), 0, f), k et /. ,

.

Nous prévoyons dès maintenant, d'après le théorème de Lagrange-

Poisson, que, dans le mouvement troublé, G et tD (qui jouent le

rôle des ;« ) n'auront pas de perturbations séculaires, l'angle •!/ ne

variera que très légèrement autour d'une valeur moyenne cons-

tante / cos'i> = p- ) ; c'est ce que nous vérilicrous rigoureusement

dans un instant.

Etudions, à cet elFel, la fonction perlubalrice y du mouvement

troublé; elle provient de la présence dastres pertubatcurs voisins

(Lune, Soleil). Examinons l'iniluence de la Lune, que nous sup-

poserons placée en L sur l'axe des Z, à une grande distance

OL=zD.
Appelons Q la distance polaire gcocentrique de la Lune (angle

ZOs), L sa masse (celle de la Terre étant prise pour unité). Le

potentiel exercé par la Lune sur tous les éléments de masse dm
de la Terre se calcule aisément, ila pour expression, en négligeant

le cube de la parallaxe lunaii-e,

-, - rdm L L ., . 3cos2ç} _i
U = f>/ — = D--(C-A)

Le terme -^ donne naissance à la lorce centrale qui attire la

Terre vers la Lune; nous pouvons le laisser de côté, puisque cette

lorce centrale n iiiHue pas sur le iriouvemeni de la Terre autour

de son centre de gravité O. Il eu est de même du terme — —
t-tt— qui

ne dépend |)as de l'orienlalion de la Terre, et ne donne par suite

non plus aucun couple pertubateur. Le couple pertubuleur, égal

. â{] 11. • •
I

a -— en valeur absolue, provient uniquement du terme

3L(C— A)

qui esl notre fonction perlubalrice.

La quantité IJ. distance tl<; la Terre à la Lune, est une fonction

connue du temps; elle ne vaiie d'ailleurs que lentement, et reste

|)resqu(' constaulc pondant la durée d'un joui' de la rolalion
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lerreslre. Pour simplifier, nous la regarderons coiiiine constante.

c'est-à-dire que nous regarderons Cdinnip circulaire iOrhire de la

Lune. Dans ces conditions, nous prenons comme coefficient

perturbateur

- __ 3 '-(G— -^)

et nous avons à développer sous la forme trigonométrique (5) la

fonction
/= cos2Q.

Une formule de trigonométrie sphérique nous donne immédia-

tement
cosii ï= costo cos'i- -T- sin oj «iii'I/ cos y

e * / ë^ / ^-

Le calcul de la fonction 7 est dès lors immédiat, si l'on se rap-

pelle que G, 0, <I> soni des constantes, et y une fonction linéaire

du temps :

C ^ ,
'è"-^"- e* / 62 / *^ A .

- ^ -
. / / ^^ = -GT ' ^ - G^ V '

~ G^ l/ ' ~ G^ r.
^ '

" /-

/ 62 \ / *''\ /i I A . \

^('-G^j ''-Gijl^^^^ÏG^'"^^,)-

Telle est la valeur complètement explicite de la fonction t,

exprimée, comme nous le voulions, au moven des variables cano-

niques ri,$.6,y,çp,0. Celte expression ne suppose nullement que

l'angle -i est petit, c'est-à-dire qu'elle serait encore valable, même
si la Terre tournait autour d'un axe très difl'érent de son axe de

révolution.

De cette expression de t se déduisent immédiatement les pertur-

bations. Tout d'abord, n ne dépend pas de cp ni de : donc <I> el

n'ont aucune perturbation, ils restent rigoureusement ron>lanls.

Ensuite nous avons pour les peilurbation^ de (j

oG = — £ —
;
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nous voyons, comme nous l'avions prévu, quelles sonl essentiel-

lemenl périodiques; l'angle '1= arc cos -^ nesubiulonc, lui aussi,

que des perlurbations périodiques antour d'une valeur moyenne

constante. Il va plus : la Terre tourne autour dun axe très voisin

de son axe de révolution, et l'angle 'l est très petit, l'observation

montre qu'il atteint à peine une demi-seconde. Or ,- contient en

facteuri/i— _ = sin -i. Les perturbations de G, et par suite

celles de l'angle à lui-même sont donc excessivement petites, et

l'on peut légitimement les négliger.

On connaîtra donc à très peu près le mouvement de l'axe de

révolution de la ferre O::, si l'on connai't celui de l'axe OP du

moment cinétique. Il suffit donc d'étudier les |)erturbat i(uis de G.

puisque,© n ayant aucune perturl)atu)n, cos to ^ u a que des

perturbations |)ériodiques négligeables. On a

8ti =
çJ^

==-£! 1-1^ -^( ,-^]\t^.

formule où nous ne retenons (jue les tei'uu^s séculaires et où nous

n'avons pas ('-crit les termes périodiques. Dans le cas actuel, ces

termes ])ériodiques sont négligeables, puisrpi'ils contiennent en

cJ.S

facteur 4/ i — ri
~ "^''^ '\': 6t que l'angle 'l est excessivement petit.

Poui' la même raison, nous pouvons nc'-gliger le second terme

s(;culairc ('crit, et dire que tout se passe, en ib-linitive, comme si

l'axe OV du uKUuenl cinéticjue (ou, à très |)i'U près, l'axe île la

Terre) tournait autour de la di-oile OZ, (ou ()i.^ cpii joint la

Tei-re à la Lune avec une vitesse angulaire (':gale

•26*2 _ 3L(G — A) cosQ

Comme la position de la Lune n'est pas lixe, uiais lenteuu^ul

\ariald(;, il s'agit là d'une \itcsse augulaii'e instantanée autour

d'un axe instaiitanc' OL connu à chaque instant. Le mouvement

al»solu de l'axe terrestre peut s'en déiluire aisc'inciil .

S. Il es! Iles intéressant de- rappclci' (pic le proldèuie du uk^u-
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veinent d'un astre autour de son centre de iira\ ilé peut être traité

par une voie entièrement élémentaire, et pour ainsi dire sans au-

cun calcul. Nous allons donc, en terminant ce paragraphe, reprendre

le problème, dès son début, par cette méthode élémentaire, en

abandonnant complètement la uiéthode analytique suivie ju^quici.

iNous prenons toujours comme exemple le mouvement de Taxe de

la Terre, sous 1 influence de la Lune et du Soleil, dont nous

envisagerons séparément les elTets.

Le point fondamental est de montrer que l'angle -v tie l'axe

terrestre Oz avec l'axe OP du moment cinétique lestera toujours

très petit.

Si p.q.r désignent à cliaque instant le^ projections de la rota-

tion instantanée de la J erre sur ses trois axes d'inertie (mobiles)

Ox. Oy. Oz, il est bien C(jnnu que le vecteur 0[* a pour projec-

tions sur ces axes mobile-»

A p. kq. C r.

et fjue la t(jrce vive de la Terre a pour valeur

\i p-^- (^- 1 — Cr-.

Nous voulons montrer que Ap et A^ étant initialement très

petits parrapport à C/'. le resteront pendant tout le mouvement.

Les actions perturbatrices extérieures se l'éduisent au couple

di: 3 L ( C — A »—— = ;— cosLi «in Q

dû à l'astre perturbateur L. couple dunl le moment O'j. est per-

pendiculaire au plan \^Oz.

Le théorème des moments cinétiques nous apprend (pie lu

vitesse Je /'cjct/éniité V du lecteitr OP est éguipolle/ite à Oy..

Celle vitesse (absolue ) du point P est donc constamment nor-

male à l'axe Oc; d'ailleurs la vitesse tVeutraînetneiit du point P.

dueà la l'otat ion (/>>, <jr,/"i. est aussi normale à O:; (car le vecteur

p. (j. r est évidemment situé dans le plan PO:;); donc il en est de

même de sa vitesse relative, dont la projection sur G;, (pii est

;—^,'eï.t par suite nulle. La in-ojection C/' du vecleur. OP sur

O:; reste donc rigoureusement constante.
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Pour ce qui est de Ap et de A^, observons que la variation de

la force vive

ne peut provenir que du travail du couple perturbateur, qui est

lui-même très petit. Comme (Ir- est lui-même constant, nous con-

cluons que \p el Xq resteront toujours petits.

11 s'ensuit, comme nous voulions l'établir, que lan^le 'l reste

toujours très petit, et que nous pourrons pratiquement confondre

en direction l'axe Oc de la 7'erre avec l'axe OP du moment ciné-

tique. iJ'ailleurs la longueur OP du vecteur OP reste pratique-

ment constante et égale à C/-. Le mouvement du point P sur la

sphère (Je rayon OP reproduira donc exactement le mouve-

ment du pôle sur la sphère céleste. Ce point étant acquis, la

siuiple ap|)licatioii du théorème de> moments cinétifjues va nous

donner le luouvement de l'axe terrestre ('j.

J^a vitesse du point I^ est équipollente au moment O'j. (U* la

force perl urbalrice. Ce vecteur Ou est toujours dans le plan de

réquatcur ; il csl peipendiculaiie au plan mériilien de la I^uneet

a |)our i^raudeui'

3L(C — A)
r— cosQ sinii :

sa direction et sa ^^vandeuv sonl donc Jonctions périodiques du

temps. Or on sait que, quand un vecteur tourne dans un plan en

ayant sa grandeur et sa direction fonctions périodiques du temps,

on peut toujours le considérer comme ia résultante d'une série de

xecleurs constants en granileur et Uuirnaul unijdrmrinent dans

ce plan : les périodes de i-otation de ces dillerents vecteurs com-

posants xtnt la |>('i'io(l(.' du Nccitiir éliidit- et ses sous-multiples. A

(
'

I (leci (levienili;i presque ligoiireusemenl fxacl si nous appelons axe terrestre.

non plus l'iixe «le reKoliilion de la Terre, mais son axe inslanlané de rotation;

ces deux axes font ensenihle iiii ;iiiule — — . tandis que l'angle -y, que fait OP

avec l'axe de rcMilulion Oz. a pour valeui- .
— ; tes deux angles sont

pres(|ue égaux, et sont d'environ une demi-seconde: leur différence, qui est

l'angle qui' fait l'axe inlanlam- de rotation «ivec l'axe Of* du nionienl cinétique.

esi il peu prés 3oo fois plus petite ( i— ^ = -— | el est donc tout à f.iit uégli-

seal.le.
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ces vecteurs loanuinls. il coiivienl'(l"ai»)iiter un vectpur //.re repré-

sentant, en quelque >orte. la inovenne du vecteur ainsi déconi-

posé.

Dans le cas actuel le \ccleur fixe produira ie^ peiturljali<in>

séculaires, les vecteurs tournants produinjnl le- perturbation-

périodiques.

Cliacune de ce- perturbai ions j)ériodique5 pciurra être étudiée

indépendamment des autres: ayant pour \ itesse un vecteur de

i;randeur constante qui tourne iinifVtrméuieut, elle c<msisle <'\ i-

demment en un petit mouvement circulaire du pôle autour de sa

position uioyenne. On \oit donc combien est simple, si on 1 envi-

sage séparément, chaque j^erturbation périodique.

La seule opération à effectuer est la décomposition du vecteur

tournant Ou en une série de vecteurs constants en grandeur et

tournant uniforuiément dans le plan de léquateur (' ). Nous n'elFec-

tuerons pas ici cette décomposition. Contentons-nous de sii::naler

que la principale de ces perturbations périodiques a une période

moitié de la période de révolution de lastre troublant : elle con-

siste en une << nutiition » semi-mensuelle pour la perturbation

lunaire, seuii-annuelle pour la perturbation solaire (-).

Il nous reste à parler des perturbations séculaires, qui sont de

beaucoup les plus importantes puisque leurs effets se cuuiulent.

Elles sont dues, ntjus l'avons dit, au \ecleur fixe qui représente

la moyenne du vecteur O-jl. Ce vecteur fixe moAcn se trouve être

[)arallèle à la ligne des n<euds. intersection de l'équateur avec le

plan de l'orbite de l'astre troublant. La vitessede déplacement sécu-

laire du pôle P est donc constamment parallèle au plan de l'orbitr

(') Une pareille décomposition est bien connue, en élecUicilé. dans rétiide

des « champs tournanls ».

(•) Remarquons que. dan» celle décomposition, certains vecteurs tourneront

dans le sens direct (de l'Ouest à l'Est), et produiront pourlepùle un mouvement

de sens direi.t: d'autres touroeront en sens rétrograde (de l'Est à l'Ouest) et pro-

duiront pour le pôle un mouvement rétrograde. Il arrivera qu'un vecteur direct

et un vecteur rétrograde tourneront avec la même période : les deux mouvements

circutaires de sens inverse, qui en résultent pour le pôle, se composeront alors

en un mouvement elliptique ayant cette période. C'est ainsi que la " nutation

semi-mensuelle ». ainsi que la « nutation semi-annuelle ». fait décrire au pôle

une petite ellipse : comme ordre de grandeur, l'amplitude de ces nutation»

atteint respectivement un cinquième de seconde et une seconde d'an- environ, en

latitude; en longitude, elle est uj» peu plus grande.
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de Tasti'C troiililanl. Si flonc la Lune étail le seul astre Inmblaiil,

et sisonorl)ile était lixe, nous verrions le p(")le terrestre P décrire,

sur la sphère célesle, un cercle autour du pôle tc^ de l'orhile lunaire,

ce cercle ayant pour rayon l'inclinaison de l'orbite lunaire sur

l'équateur.

Telle est la perturbation séculaire due à la Lune. Mais il j en

a aussi une, due au Soleil : elle consiste eu un pareil mouvement

circulaire du pôle terrestre P autour du pôle de réclipti(jue tz^.

Pour avoir le mou\ ement séculaire complet du pôle terrestre P,

il faut superposer ces deux mouvements séculaires (rorii;ine

lunaire et d'origine solaire. Or \v pôle-j; de l'écliptique peut bien

être ref;ard('' comme lixe, mais il nen est pas de même du pôle t:,

de l'orbite lunaire. Ln mouvement connu sous le nom de réiro-

gradation des nœuds lui tait décrire autour du point tts un petit

cercle de 5" de rayon en une période de )8 ans et demi environ.

Alors, la combinaison des deux mouvements circulaires autour

de -, et de r.^ diurne, pour le pôle terrestre 1', les deux urandes

perturbations connues stnis le nom de pi'rcessioii des équinoxes

et de iiulation de Bradley. Le pôle terrestre décrit, en gros, un

cercle autour de tc^, ce cercle a un rayon de :2.) ' 2(S' égal à l'incli-

naison de l'écliptique sur l'équateur, il est parcouru dans le sens

rétrograde en ^(iooo ans environ: c'est [\\ précession des équinoxes.

Ce cercle précessionnel est festonné par des ondulations dont la

période, iH ans et demi, est celle de la rétrogradation des nœuds

lunaires, et dont ranq)litude (en latitude) est de i <S" environ : c'est

La natation de Bradley.

iNous avons donc pu étudier, d'une manière assez complète, le

mouvement de la Terre autour de son centre de gravit(% par des

procédés entièrement élémentaires. Nous allons voir (ju'on peut

laiie de m(""me pour létude des |)ei't iirbat it)ns du mouvement kc-

pbh'ien d'une planète.

(.J suii/e.)
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COMPTES IIEND'JS Eï ANALYSES.

DUHE.M (Pierre). — Etldes sur Léonard de \'ixci. Troisième série : Les

Précurseurs parisiens de Galilée, i vol. gr. in-8" de xiv-6o5 jiages.

Paris, Hermann et fils, éditeurs, if)i3.

La dédicace du présent Ouvrage marque avec précision le

résultat essentiel des érudites recherches de M. Duhem : Ad
inajoveni gloriani mechanicœ noslvœ scienliœ vere genitricis,

FacuUatis Artium quœ in Universitate Parisiensi^W'^ scecalo

florebat. Il apparaît en effet très lumineusement, à l'attachante

lecture de ce nouveau \olume, que la Science attribuée à Galilée

et à son école ne fut que l'application des mathématiques au

développement d'une Mécanique dont le Moyen Age chrétien avait

posé les principes et formulé les propositions fondamentales,

d'une Mécanique « conçue par les physiciens qui professaient à

l'Université de Paris au xiv'^ siècle, en prenant l'observation pour

guide », d'une Mécanique qu'ils avaient « substituée à la Dyna-

mique d'Aristote, convaincue d'impuissance di sauver les phéno-

mènes. »

La réaction antipéripaléticienne semble avoir eu pour point de

départ les condamnations portées en 12-7 par l'évéque de Paris,

Etienne Tempier, contre -nombre de thèses soutenues par « Aris-

tote et ceux de sa suite ». Rlle fut facilitée par l'intensité de la

vie intellectuelle à celte époque (elle ne peut guère être comparée

qu à notre vie scientifique des trente dernières années), aussi par

l'influence considérable des doctrines de l'Lniversité de Paris sur

celles des Universités d'Italie, d'Angleterre, d'Espagne, comme
cela ressort de l'ensemble du Livre.

La théorie du mouvement des projectiles, léguée par Arislote,

fut en particulier l'objet de critiques très vives; elle dut céder la

place à une explication nouvelle fondée sur l'hypothèse de 1'//;?-

petus. Or M. Diihem a eu la bonne fortune de décou\rir le maître

qui, le premier, a mis sous forme précise etdidaclique une théorie

c[ui sera conservée dans ses grandes lignes pendant les siècles sui-

vants. Cet homme de génie fut Jean Buridan, de Béthune, recteur,

Bull, des Sciences niathéni., 1' série, t. XLIII. (Avril 1919.) 7
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dès i32-, de rUniversité de Paris, où il enseigna avec grand succès

pendant de nombreuses années. De son œuvre, deux importantes

séries de Questions (') se retrouvent au manuscrit n" 14723 du

fonds latin de la Bibliothèque Nationale, réplique, exécutée au

xv^ siècle, dune copie faite en i368. C'est à ce manuscrit que

M. Duhem a emprunté une exposition de la Dynamique de Jean

Buridan, qui occupe, en son Ouvrage, les pages 34 à .")3, et dans

laquelle il a intercalé tous les textes originaux essentiels, clai-

rement traduits : chapitre achevé de l'histoire de la Mécanique,

appelé à devenir classique et à figurer dans une anthologie telle que

celle de M. Jouguet.

La question fondamentale est celle-ci : « Le projectile, après

qu'il a quitté la main de celui qui le lance, est-il mû par l'air?

Sinon, par quoi est-ilmû?» Buridan expose les théories d'Aristole

et montre, par diverses expériences^ qu'elles ne fournissent pas de

réponse; puis il présente ainsi sa solution : « Tandis que le moteur

meut le mobile, il lui imprime un certain impetus, une certaine

puissance capable de mouvoir ce mobile dans la direction même
où le moteur meut le mobile— Plus grande est la vitesse avec

laquelle le moteur meut le mobile, plus puissant est V impetus

qu'il imprime en lui. C'est cet impetus qui meut la pierre après

que celui qui la lance a cessé de la mouvoir; mais, par la résis-

tance de l'air, et aussi par la pesanteur qui incline la pierre à se

mouvoir en un sens contraire à celui vers lequel Vimpetus a puis-

sance de mouvoir, cet i/ny^c?^W5 s'alfaibllt continuellement; dès lors,

le mouvement de la pierre se ralentit sans cesse; cet impetus finit

par être vaincu et détruit à tel point que la gravité l'emporte sur

lui et, désormais, meut la pierre vers son lieu naturel. »

« On doit, ce me semble, tenir pour cette explication, d'une

j)art, paice cpie les autres explications se montrent fausses et,

d aulre part, parce que tous les phénomènes s'accordent avec cette

ex|)lication-ci. »

\j impetus e^t d'autant plus grand que la vitesse communicpiée

au corps est plus grande; à vitesse égale, il est d'autant plus grand

(') Quesliones tolius tibri pliisivoruni edilœ a Masiistro Jolianne Buridam
{Inc. cit., fol. 2-1 13). — Quesliones sujier 1res primos tibros meteororum et

super majorem partem quarli a Mai^isiro Jo. liuridam {toc. cit., loi. i(i'(-

2J9)-
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que la quantité de matière que renferme le corps est plusgrande.

Diine manière plus précise et en langage moderne, pour Biiridan,

Vimpetus est le produit de trois facteurs : une fonction croissante

de la vitesse, le volume du corps et la densité de la siibst.mce,

proportionnelle à sa pesanteur spécifique. De plus, pour étendre

sa doctrine aux corps célestes, formés, selon les idées régnantes,,

de substance immatérielle, Buridan admet l'existence d'une den-

sité, expression d'un attribut plus général que la pesanteur spéci-

fique.

C'est qu'en eft'et le Pliilosophe de Béthune n'envisage pas seu-

lement le mouvement des graves. 11 dessine les grandes lignes-

dune Mécanique céleste, basée sur la loi de l'Inertie. f|ui s'offre à

lui sous cette forme: Quand nul milieu résistant, quand nulle ten-

dance naturelle analogue à la gravité ne s Oj)pose au mouvement,.

Vimpptus conserve une grandeur invarialde; le mobile auquel on

a communiqué un mouvement de translation ou de rotation con-

tinue indéfiniment à se mouvoir a\ec une vitesse constante.

Pour Buridan, c. dès In création du Monde, Dieu a mû les cieux

de mouvements identiques à ceux dontils se meuvent actuellement;

il leur a imprimé alors des impetus par lesquels ils continuent »

être mus uniformément ; ces impetus, en effet, ne reucontrani

aucune résistance qui leur soit contraire, ne sont jamais ni

détruits ni affaiblis Selon cette imagination, il n'est pas néces-

saire de poser l'existence d'intelligences qui meuvent les corps

célestes d'une manière appropriée; bien plus, il n'est pas néces-

saire que Dieu les meuve, si ce n'est sous forme d'une influence

générale, de cette intluence par laquelle nous disons qu'il coopère

à tout ce qui est. » (P. 02.1

M, Duhem analyse minutieusemsnt les conceptions de Buridan-

et en suit l'inlluencc sur Albert de Saxe, sur les maîtres du Collège

Montaigu, tels que Jean Dullaert, Louis Coronel, sur ceux des-

Lniversités allemandes qui n'étaient que des colonies de l'Univer-

sité de Paris, sur Ijien d'autres scolastiques, jusqu'à Léonard de-

Vinci ; il décrit les bostilités des Averroïstes italiens du xv^ siècle

à l'égard d'une doctrine pour laquelle ils n'eurent qu'un complet

mépris, jusqu'au jour où un Benedetti, par exemple, y viendra

apporter un important complément. Cette histoire d'un mou-
vement d'idées dans les Universités du Moyen Age est pleine d'ur&
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intérêt passionnant au point de vue de la Science et de la Culture

générales; mais, pour ne pas sortir du cadre de ce Bnlleliti. nous

croyons devoir nous limiter à deux grandes œuvres, celles de Nicole

Oresme et de Dominique Solo.

Maître Nicole Oresme, grand mailre du Collège de Navarre

en i356, mort évêque de Lisieux en 1887, contemporain d'Albert

de Saxe, un peu plus jeune que Buridan, a été le précurseur de

Copernic, de Descartes et de Galilée. Il a laissé un Traité de la

Sphère et un Traité du Ciel et du Mojide^ réunis en le manuscrit

n° 1083 du fonds français de la Bibliotlièque Nationale, et un Traité

De difformilate qualitatuin^ dont un bon manuscrit figure au

n" 7371 du fonds latin du même établissement.

A la vérité, en ce qui concerne l'explication du mouvement des

projectiles, le théorie d'Oresme, tout en ofîVant avec celle

de Buridan de nombreuses analogies, conserve une erreur aban-

donnée par ce maître; il admet, avec Aristole, que la vitesse d'un
,

projectile continue à croître pendant un certain temps api'ès que

ce corps a quitté la main ou linstrument qui l'a lancé : erreur

fâcheuse, s'il en fut, pour le progrès de la Dynamique.

Par contre, la théorie du lieu naturel et la question de la plura-

lité des mondes amenèrent Oresme à formuler le principe d'une

explication nouvelle de la pesanteur, laquelle n'exige plus, comme
celle d'Aristote, que « la terre demeure immobile au centre du

monde; entourée de ses éléments, dont les plus légers enveloppent

les plus luurds, elle peut se mouvoir dans I espace à la manière

d'une planète; et, d'autre part, rien n'empêche cpie chaque planète

ne soit formée par une terre grave qu'environneraient une eau,

un air, un feu analogues aux nôtres w. Selon cette opinion, la

Terre et les planètes jouent des rôles analogues, et un système

astronomique où la Teri'e est supposée mobile et le ciel des étoiles

fixes immobile devient possible. Nicole Oresme donne d'un tel

système une exposition ferme et claire, d'une clarté à laquelle

n'atteindra pas Copernic.

Nicole Oresme a encore, ainsi que l'avaient déjà signalé Curt/e

et Cantor, inventé la Géométrie analyti(jue. i^a rcprésenlalion des

variations de l'intensité d'une qualité l'a amené à l'emploi des

graphiques à coordonnées rectangulaires : les coordonnées sont la

longitudo égale à la Aariable et la latitudo ou altitudo égale à la
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fonction. Oresme a étudié un certain nombre de représentations

graphiques simples; en pirticulier, la représentation rectiligne

la conduit à la conception d'une corrélation entre une ligne et

une équation. 11 n, de plus, étendu à l'espace sonmode de représen-

tation, à l'aide de coordonnées rectangulaires à trois dimensions.

Enfin, Nicole Oresme a découvert la loi, communément attribuée

à Galilée, suivant laquelle croît, avec le temps, la longueur parcourue

par un mobile qu'entraîne un mouvement unitorniément varié : il

l'a obtenue, en la seconde partie du Traité De difformitatequali-

talum, par une véritable intégration graphique.

Ces beaux titres scientifiques de Nicole Oresme sont détaillés

par M. Duliem aux pages 3\()-3[)S de son Ouvrage.

L'œuvre du frère prêcheur Dominique Solo est plus modeste. Il

a résumé, en un Traité intitulé In octo Uhros physicorum coni-

inentarii et qnœsliones, daté de i545, son enseignement de

l'Université de Salamanque, qui ne fut que le reflet de celui de

l'Université de Paris où il avait longtemps étudié. Les traces des

leçons reçues par Solo à Paris et l'influence réciproque de ses

Commentaires sur l'enseignement de l'époque ont été'démêlées avec

perspicacité, comme il fallait s'y attendre, par M. Duhem. Nous

ne signalerons ici qu'un fait capital : Soto a le premier formulé les

lois de la chute des graves (vide p. 279-286, 290-290, 555-562).

Dominique Soto a eu l'idée d'apj)liqiier la règle de Nicole Oresme

rappelée plus haut, donnant l'espace parcouru, en un temps déter-

miné, par un mobile mù d'un mouvement uniformément varié au

mouvement vertical des graves qu'il regarde comme uniformément

retardé pendant l'ascension. 11 formule alors ce résultat : l'espace

parcouru, en un certain temps, par un grave, est le produit de la

durée de la chute par la movenne entre la vitesse initiale et la

vitesse finale.

Pour clore cette série d'Eludés^ INL Duhem établit que Galilée

a été initié à la Dynamique des Parisiens par la lecture de la

Collection publiée à Paris en i5i6 et où Georges Lockert avait

réuni des œuvres d'Albert de Saxe, deTémon etdeJean Buridan.

A. Boulanger.
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SUR LE CALCUL DES PERTURBATIONS (suite et fin)

Par m. h. VERGMi.

III. — Étlde Élémentaire des perturbations

Dl.N mouvement KÉPLÉRIEN.

9. ÎNous nous proposons, dans ce paragraphe, dexaminer les

perturbations du mouvement képlérien dune planète autour du

Soleil, sous l'action des forces perturljatrices exercées par une

|îlant'te voisine, en nous plaçant à un point de vue entièrement

^élémentaire, et sans faire appel à aucune notion de Mécanique

analytique.

Posons d'abord nettement le problème, et rappelons ce qu'il

faut entendre i)3Lr forces perturbatrices.

La planète étudiée P, de masse m, est soumise {/ig'. 3) à l'altrac-

Fig. 3.

P

te-::-::

tlon du Soleil S, de masse M, et à l'attraction de la planète trou-

blante 1*', de masse m'. Ces forces sont respectivement >r , ,.2

<lirigée suivant 1*S, et ——' dirigée suivant VV

.

Si nous voulons raj^porter le mou\ement de la planète P au

î>olell, c'est-à-dire si nous voulons regarder le Soleil comme fixé,

îl faut appliquer au point P une accélération égale et opposée à

«elle du Soleil : or cette dernière provient des actractions exercées

|)ar Pet P', elle est la résultante de -- dirltrée suivant SP et ^
dirigée suivant SI*'.
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L'accélération totale du point P, dans son mouvement autour

du Soleil regardé comme fixe, est donc la résultante des trois

vecteurs

:;
dirige suivant PS,

0"

ni' IvQ—r » I S,
,.'2

et si la masse m du point P est ju'ise pour unité, on peut dire que

ces mêmes vecteurs sont les forces qui agissent sur le point P.

r -v c M-k-

m

,, . ...
La première lorce

—

-— est 1 attraction que produirait une

masse égale à (Mh-/?i) placée en S; agissant seule, elle donnerait

au point P un mouvement elliptique képlérien que nous apj^e-

lons mouvement non troublé de la planète P.

Les deux autres forces, —-^ et -7^» sonlXes forces pertubatrices

;

leur résviltante, on le voit, est égale à la différence géométrique

entre l'accélération — (dirigée suivant PP') que la planète trou-

blante P' imprime à la planète P, et l'accélération -;7^ (dirigée sui-

vant SP') que cette môme planète P' imprime au Soleil (').

Comme, dans notre analyse, nous négligerons les carrés et

produits des perturbations, nous pourrons calculer ces forces

perturbatrices et leur résultante, comme si la planète P, aussi bien

que la planète P', décrivaient leur orbite képlérienne non trou-

blée. Elles sont donc connues en fonction du temps.

Notre but est d'étudier les perturbations qu'elles apportent à

l'orbite képlérienne de la planète P. Cette orbite képlérienne

non troublée est définie par les éléments suivants :

1" Le « moment cinétique » SG (moment de la quantité de

mouvement du point P dans son mouvement autour de S). Sa

direction détermine complètement le plan de l'orbite (qui lui

(') S'il existe plusieurs planètes troublantes, on calculera séparément les forces

perturbatrices correspondantes, chacune d'elles n'agissant sur l'orbite de la pla-

nète P que par la différence (géométrique) des accélérations qu'elle imprime à

cette planète et au Soleil.
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est [)erpeadiculaire), et définit la ligne des nœuds et [l'incli-

naison par rapport à un plan de repère fixe (par exemple

le |>lan de l'orbite de la planète troublante P'). Sa grandeur

SG=2m ^/ M -f- m \/a{\ — e-) est égale au double de l'aire

balayée par le rayon vecteur dans l'unité de temps.

2" Le demi-grand axe «, l'excentricité e, la longitude du péri-

liélie TTT, et la longitude moyenne /' (ces deux derniers angles

comptés à partir d'une direction origine fixe, telle que la ligne

des nœuds par exemple). Ces quati-e éléments, une fois connu le

plan de l'orbite, déterminent entièrement le mouvement képlé-

rien.

INous cbercbons les perturbations de ces différents éléments.

La simple application du théorème des moments cinétiques

nous en fournira déjà une partie. Soit S;ji. le moment résultant des

forces perturbatrices par rapport au point S, il est connu à chaque
,

instant. La vitesse du point G est égale et parallèle à S [x. On
connaît donc les variations du vecteur SG, par suite les variations

du plan de l'orbite. Le vecteur S[i. pourra être décomposé en deux

autres : l'un Sia., dans le plan de l'orbite, l'autre Sii-o perpendicu-

laire à ce plan.

Le vecteur Sij.,, qui tourne dans le plan de l'orbite et qui est

fonction périodique des anomalies moyennes des deux planètes PP',

pourra être considéré comme la résultante d'une série de vec-

teurs constants en grandeur et tournant uniformément dans ce

plan, auxquels il conviendra d'ajouter un vecteury/a^e représen-

tant en quelque sorte, la « moyenne » du vecteur Sa,. Chacun, de

ces vecteurs composants pourra être envisagé séparément dans ses

eflets perturbateurs sur le plan de l'orbite. Le vecteur fixe pro-

duira des perturl)ations séculaires , les vecteurs tournants des

\^el•l\n•\yAl\.ùns périodiques . Chacune de ces dernières consistera en

un petit mouvement conique circulaire de la perpendiculaire SG
au plan de l'orbite, qui donnera un petit mouvement alternatif

de la ligne des nœuds et de l'inclinaison. Le vecteur fixe ])ourra

lui-même être décomposé en deux, l'un perpendiculaire, l'autre

parallèle à la ligne des nœuds; le premier engendrera une varia-

tion séculaire de l'inclinaison, le second une variation séculaire

de la ligne des nœuds.



MÉLANGES. 8i

On voit donc avec quelle facilité on peut étudier les perturba-

tions du plan de l'orbite. La seule opération à effectuer est la

décomposition du vecteur S'j-, en vecteurs tournant uniformément,

opération que nous n'entreprendrons pas ici (*). Contentons-nous

de signaler que le vecteur fixe possède une composante parallèle

à la ligne des nœuds, produisant un mouvement séculaire rétro-

grade de cette ligne.

Il faut maintenant nous occuper des perturbations du mouve-

ment de la planète P dans le plan même de son orbite.

Tout d'abord, le vecteur Su-j, dont nous n'avons pas encore

parlé, donnera la vitesse de variation de la grandeur du vecteur

des aires, c'est-à-dire de la quantité \^ a ( i — e- ).

Le théorème des forces vives va maintenant nous donner \\n

autre renseignement IJénergie du mouvement képlérien non

trouble a pour valeur — bes variations sont égales au

travail de la force perturbatrice, travail qui est connu à chaque

instant, puisqu'il est permis de le calculer comme si les deux

planètes P, P' suivaient toutes deux leur orbite non troublée.

Nous sommes donc en mesure de calculer les variations du

demi-grand axe a. et comme nous connaissons aussi celles

de y'^a* I
—-e''), nous pouvons en déduire celles de l'excen-

tricité e.

Il resterait, pour achever l'étude des perturbations, à connaître

les variations de la longitude du périhélie ra, et de la longitude

moyenne /'. Mais il est préférable de reprendre complètement

l'étude des perturbati«jns du mouvement de la planète P dans le

plan même de son orbite, en cherchant à chaque instant les varia-

tions du rayon vecteur et de la longitude (-). C'est le problème

qui va maintenant nous occuper.

10. Cas d'une orbite circulaire. — >sous examinerons d'abord

(') II pourra arriver que deux vecteurs, tournant en sens inverse, aient mên)e

période; les deux mouvements coniques circulaires inverses qui en résulteront

pour le vecteur SG se composeront alors en mouvement conique elliptique.

(') Il sera d'ailleurs très aisé, connaissant ces variations, d'en déduire celles

Sa, Ze, on, cl' des éléments du .mouvement dans le plan de l'orbite, puisqu'elles

sont reliées aux précédentes, et à leurs dérivées, par des relations linéaires faciles

à écrire.
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le cas où l'orbite n;)n troublée de la planète étudiée P est circu-

laire : soïi excentricité e est nulle, son rayon vecteur / est éijal à

une constante a, sa vitesse angulaire (o est égale au moyen mou-

vement n, constant également, et Hé à a par la troisième loi de

Kepler :

n^ a^ = M -h m.

Nous ne supposons rien sur l'orbite de la planète troublante P'

qui, elle, peut avoir une excentricité e' quelconque.

Nous rapporterons le mouvement troublé (Ji^'- 4) " des axes

Fii

tournants Pc, Pr|, cboisls de la façon suivante. Leur origine P

sera la position non troublée de la planète P; Taxe des ^ sera le

prolongement du rayon vecteur non troublé, l'axe des -^ lui sera

perpendiculaire. Si donc P, l'cprésenle la |)osltlon vraie de la pla-

nète troublée, les coordonnées ç, 'o de ce point P, fourniront les

pertui'bations chercbées Sr, SX, du rayon vecteur /• et de la longi-

tude A. On aura
ï = or, •/; = roÀ,

si, comme nous le supposons dans tout ce qui va suivre, on peut

négliger les carrés et ])rodults des perturbations ;, tj.

Ecrivons maintenant les équations de uiouvement de la j)la-

nète 1*1 (dont la masse m est supposée égale à l'unité pour simpli-

fier les écritures). Elle est souuilse aux forces suivantes :

,,11 , AI -I- «i , , , • o 1 • • .

I rorce centrale 5—— emante du point b et dirigée suivant

1*4 S; elle a pour projections :

> I.
M -4- «i / M H- /« )

,

sur Pc, ;T-+'-- yi Ç;

,, r M -4- m ) Tj

sur V V-,, -'



MÉLANGES. 83

2° Forces perturbatrices, dont nous appellerons (X-, |f, les pro-

jections de la résultante sur les axes P^, Pvi. Cette résultante, nous

l'avons dit, est égale k la difterence géométrique des accélérations

que la planète troublante P' imprime à P et à S, et l'on peut la con-

sidérer comme connue en fonction du temps.

Mais les axes Pc, Pt) auxquels nous rapportons le mouvement

du point P, sont mobiles. Il y a donc lieu d'ajouter, aux forces

précédentes, les forces d'inertie qui sont :

3° Force centrifuge, égale et opposée à l'accélération du point

coïncidant avec P( ; ses projections sont :

sur pt, /i2(;--+-^);

sur Pt), n-r,.

4° Force centrifuge composée, égale et opposée au vecteur de

Coriolis; ses projections sont :

sur P^, -in-q';

sur P/;, — 2«;'.

Les équations de mouvement du point Pi sont donc

^ -t- n^{r-{' ^) -+- inr,' -\- c\-,

r
"

Et, comme on a (troisième loi de Kepler)

„2,.3 — M _^ „i^

il vient finalement, pour déterminer les perturbations ç, r,, les

équations

f — 3n2j — '2«r/= -\-,

r=-



84 PRIiMIÈRE PAHTIE.

de vecteurs constants en grandeur et tournant uniformément
dans le plan de l'orbite, auxquels il conviendra d'ajouter un vec-

teur fixe^ représentant en quelque sorte la « moyenne » du vec-

teur (-X, ^).

Chacun de ces vecteurs composants pourra être envisagé séparé-

ment dans ses effets perturbateurs [puisque les équations (i) sont

linéaires]. Le vecteur fixe donnera lieu aux perturbations sécu-

laires^ les vecteurs tournants engendreront les perturbations pério-

diques.

Gomme les équations (I) sont linéaires, nous pourrons, pour

chaque perturbation, nous contenter de prendre une solution pa/'-

ticulière des équations avec seconds membres, quitte à super-

posera ces solutions particulières la solution générale des mêmes
équations sans seconds membres.

Nous commencerons donc par étmlier ces équations sans seconds

membres. Xous étudierons ensuite les perturbations séculaires et

périodiques.

11. Forces perturbatrices nulles. — Annuler les seconds

membres des équations (I), c'est chercher les perturbations ç,t,, qui

correspondent à une force perlurl)alrice identiquement nulle. En
d'autres termes, c'est étudier les orbites képlériennes de la pla-

nète P qui sont infiniment voisines de l'orbite circulaire dont on

part. Les équations
;"— In-c — mr/ = o

,

T,' -H 2/1;' = o,

sont du second ordre, à deux inconnues. Leur intégrale générale

doit comporter quatre constantes arbitraires.

1° On peut prendre

5 = — aecosint — a),

r, — ï ae s'\n( nt — a),

avec deux constantes e et a [a désigne toujours le rajon de l'orbite

circulaire). Gela revient à donner à l'orbite une légère ellipticité,

ayant e pour excentricité et a pour longitude du périhélie.

2" On peut prendre pour ç et r/ deux constantes arbitraires

satisfaisant à la relation

3/J*; -H 2nr/= 0.
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Cela revient, conservant l'orbite circulaire, à augmenter le rayon

de ; et le moyen mouvement de -^> la troisième loi de Kepler

restant toujours vérifiée.

3" On peut prendre enfin ç =o avec r, = const., ce qui revient à

faire tourner l'orbite autour du centre S; si l'orbite est légère-

ment elliptique, cela revient encore à changer la longitude du

périhélie.

12. Perturbations séculaires. — Etudions maintenant les solu-

tions particulières des équations (Ij avec seconds membres, qui

correspondent à de véritables perturbations.

Les perturbations séculaires sont dues à un vecteur (-\-, ^)Jixe;

nous examinerons successivement lefTet de chacune de ses

composantes tTvi et ?T.

1° Force radiale constante sM-; les équations

ç -
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on voit que le rayon vecteur, ainsi que la vitesse angulaire, varie

proportionnellement au temps. La relation

3n-; -T- 2 /zt/ = o

montre en outre que la troisième loi de Ke'pler ne cesse pas d'être

vérifiée.

l ne force tarigentielle !T négative (cas d'une résistance de milieii)

se traduit donc p^r une diminution séculaire du rayon de l'orbite,

et par une augmentation séculaire du moyen mouvement (on

constate même facilement ce fait paradoxal, d'ailleurs bien connu,

que la vitesse linéaire va en augmentant). Ce serait l'inverse

pour une force tangentielle '5 positive.

Dans le cas d'une planète troublante P' décrivant une orbite

képlérienne autour du Soleil, la composante tangentielle :J est

nulle, si bien qu'il n'v a pas de variation séculaire du rayon de

l'orbite de la planète troublée P (invariabilité du grand axe).

13. Perturbations périodiques. — Chaque perturbation pério-

dique est duc à un vecteur tournant uîiiforniénient dans le plan

de l'orbite. Pieprésentons par

-X = h cos( kt — a),

iy = A sini A7 — a),

les composantes d'un tel vecteur tournant; //, /., a sont trois cons-

tantes.

^ous avons a intégrer le svstème

( I" — 3n-z_ — -> n r, ' = A cos

(

At — a )

,

( f," -1- 2«^' = /» sin(A"/ — a).

Nous en avons immédiatement une solution particulière en

prenant
^ — cIj cos(X^ — a), T, = \ll> sin(A7 — a),

les constantes -.1. et \ti, ayant les valeurs

/. ( «^— /.-^
)

A-î

(

n^— le-
)

Ainsi, chaque perturbation [)ériodique, rapportée aux axes tour-

nants P;, I*r,, peut être envisagée comuie faisant décrire ù la po^i-
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tîon vraie de la Planète P,, une petite ellipse ayant pour centre sa

position non troublée P et pour axes le rayon vecteur non troublé

et sa perpendiculaire. Ce petit mouvement elliptique a même

période -^ et même phase y. que le vecteur tournant (-\-, .7) qui

l'engendre.

On voit combien est simple, si on la considère séparément,

chaque perturbation périodique. I^a seule opération préliminaire a

effectuer sera la décomposition de la force perturbatrice totale

(-\-, iy) en vecteurs tournant uniformément dans le plan de l'orbite.

Nous n'effectuerons pas ici cette décomposition, nous en verrons

plus loin un exemple particulier simple ('j.

li. Une remarque s'impose ici, au sujet des perturbations pério-

diques. Si k est très petit (perturbation à très longue période), ou

si n- — A- est très petit (période de la force perturbatrice ti'ès

voisine de la période de révolution de la planète troublée), les

coefficients Jlo et ilb ci-dessus prennent de grandes valeurs ; la per-

turbation correspondante acquiert alors une importance spéciale :

nous dirons que cette perturbation est affectée d'un « petit divi-

seur ».

Examinons enfin le cas où /., ou n- — A-, est non plus très

petit, mais nul. Tout d'abord si A est nul. nous retombons sur le

cas d'une force perturbatrice radiale ou tangentielle constante,

cas examiné plus haut. Si maintenant A=±/î, la solution

indiquée ne convient plus, et nous allons voir s'introduire des

termes séculaires mixtes. Nous allons, pour prendre un exemple

(') Remarquons que, dans celte décomposition, certains vecteurs tourneront

dans le sens direct, et produiront pour le point P, un mouvement direct ; d'autres

tourneront dans le sens rétrograde, et produiront un mouvement rétrograde. Il

pourra même arriver qu'un vecteur direct et un vecteur rétrograde loui'nent

avec la même période; les deux mouvements elliptiques de sens inverse, qui en

résulteront pour le point P,, pourront être composés en un mouvement elliptique

unique ayant cette période.

Faisons une autre remarque relative aux équations (i). Ces équations nous

montrent qu'on pourra se faire une image de chaque perturbation, en se repré-

sentant le mouvement dun électron repoussé par l'axe des t, proportionnellement

à la distance (terme — 3n-;), soumis en outre à un champ électrique tournant

(termes des seconds membres), et à un champ magnétique normal au plan de

l'orbite (termes — arix/, in%', représentant la force électromagnétique).
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qui se présentera plus loin, étudier la perturbation produite par

un vecteur alternatif {*) de la forme

X- = hcos(nt — a), ^ = o.

Nous devons intégrer les équations

.^" — S/i^ç — 2«t/ = h co?,{nt — a),

r" -i- 211^' = o.

Or elles admettent la solution particulière

h . , ,

t = — t sin (nt — a),
2/1

r, = — t cos{/it — a) sin {fit — a),

qui comporte, on le voit, des termes séculaires mixtes en

t . i nt — a).
sin ' '

On peut donner, de ces termes séculaires mixtes, une interpré-

tation intéressante, en les combinant avec la solution suivante des

équations sans second membre

( ^= — ae cos(nt — a),

j Y^ = 2 ae s'\n( Ht — a),
(2)

solution signalée plus haut et qui consiste à donner à l'orbite une

ellipticité ayant e pour excentricité, et a pour longitude du péri-

hélie. Ecrivons donc

h
i= — aecos(nt — il) -\ t sin(nt — ol)

n = 9. de ?,\h(iit — a) 4- — t cos (nt — a).
n

Si—— t est vêtit vis-à-vis de e, on pourra écrire ces dernières
2«n ^ '

formules ainsi

/ /' \
t = — ae cos { nt — a a l ,

\ -inac I

h
a ac sin [ nt — -i. -\

(') Un veclcur .Tllcrnatif peut évidemment être considéré comme la résultante

de deux vecteurs tournant en sens inverse.
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elles ne diffèrent des formules précédentes (2), qui correspondent

au mouvement elliptique ordinaire, que par le changement de a

en a t. Autrement dit, on peut considérer que la longitude
inae * 10

du périhélie, au lieu de rester constante et égale îia, varie linéaire-

ment et décroît de t. La perturbation peut donc être envisa-
2 nae ^ '

gée comme se traduisant par un mouvement séculaire du périhélie

qui rétrograde de
'"

à chaque révolution.

15. Cas d'ujie orbite elliptique.— Tout ce qui précède a trait

au cas où l'on suppose circulaire l'orbite non troublée de la pla-

nète P. Nous allons maintenant supposer à cette orbite une excen-

tricité e non nulle, mais petite, et nous allons examiner quels sont

les termes qui s'introduisent de ce chef. Nous nous contenterons

ici de retenir ceux qui sont de Tordre de e, mais rien n'empêche-

rait évidemment de calculer de même ceux en e-, e-',—
Nous allons encore (fig- 5) prendre pour axes de référence Pc,

Pt, des axes toutn\nts, dont l'origine P sera la position de la

planète non troublée, l'axe des ^ étant toujours le pi^olongement

du rajon vecteur, l'axe des vj lui étant perpendiculaire. Si P, repré-

sente la position vraie de la planète dans son mouvement troublé,

les coordonnées ç,t, de ce point P, fourniront les perturbations or,

ùK du rayon vecteur et de la longitude, et l'on aura encore

Seulement, ici, le rayon vecteur / non troublé n'est plus con-

stant, non plus que la vitesse angulaire w de rotation des axes :

on a

r — a[\. — e coiint — m) -^ . . .\,

(jj = /î[|-i-2eCO<(/J/ TI5)-^...],

Bull, des Sciences mathéin., 2- série, t. \L1II. (Avril 1919) 8
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<T, n, etTTj désignant le demi-grand axe, le moyen mouvement et la

longitude du périhélie de l'orbite non Irc^ublée, qui, eux, sont des

constantes.

Nous pouvons maintenant écrire les équations de mouvement

du point P, . Ce point est soumis aux forces suivantes :

1° Force centrale ^;—r émanée du point S et dirigée suivant
(/•-t-6r)2 J o

P( S; ses projections sont :

^ ^ AI -i- m iCSÏ -h m) ^
sur P^, 1

^ -z]
;-2 ,.3

^ M -H m r.

sur P r , ' •

f.-2 }.

2° Forces perturbatrices dont nous appelons toujours c\-, IT les

projections de la résultante sur les axes P;, Prj.

A ces forces, il y a lieu d'ajouter les forces d'inertie qui s'in-

troduisent du fait que les axes de référence sont mobiles ; ces

forces d'inertie sont :

3" Force centrifuge, égale et opposée à l'accélération du point

«coïncidant avec P, ; ses projections sont :

su r P ç,
— /-' -h w2 (/•-+-;) -^ t'j -r,

;

sur Pï), to- y,
— w';.

4° Force centrifuge composée dont les projections sont :

sur PC, iMr^

:

sur P Tj, — 2 w^'.

ïl vient donc les équations de mouvement

,„ 1\I -+- /?? M -{- m ^ „ „, ^^ , , c..

i, = h 2 C — /• + I02(r -f- ;) -+- to'ï) -\- 9,wt/-i- c\-,

„ M -+- m . , ^ w
V, = — —

-ri -h w2 r, — w ^ — ?. h}\ 4- -^ .

fi

Mais comme on a, dans le mouvement non iroidilé,

M -f- m „
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ces équations deviennent

(10

Telles sont les éqiuitlons qui déterminent les perturbations ;, •/),

et qui remplacent, ici, les équations (l) écrites pour le cas de

l'orbite circulaire.

Ces équations (II) sont encore linéaires, mais les coefficients

ne sont plus constants ; ils ont pour valeur, développés suivant

les puissances de e.

— f3w2— 2— ) = — 3/i*(i— — ecos{nt — nr) -h. .. j,

~ — e n^ cos ( Ht — in) -T- . . .

r

2a> = 2/l[l-r-2e COS(rt^ Cj) -i-. . .],

oj' = — 2 en^ sin {nt — rn)-T-. . ..

Nous pouvons alors développer aussi les inconnues ç. r,, sui-

vant les puissances de e, sous la forme

et calculer de proche en pr<jche Ço? 'lo? puis ç,, r,), ... en identi-

fiant successivement, dans les équations (II), les diverses puis-

sances de e.

Les équations qui donneront Çq, /jq sont exactement les mêmes
que les équations (l) écrites pour l'orlnte circulaire. On les cal-

culera comme il a été dit pour ce cas, et une fois Çq, r,|j connus,

il vient, pour déterminer ;,, t,), les équations

i
î'î— 3n2ij_ 2/It/,

1 =: ion* cos(/«/— ct) :o+ 4« cos( /it— nT)r' — 2/1* siu ( nt— T^)r.Q,

(III) <

= 71- cos (nt— ^)'r,n — ^n co?'( nt— rs ) z'^ -— 1 n^ s'\n (nt — ra) fo>

qui sont exactement de même forme que les équations (I). avec

les mêmes coefficients constants, et avec des seconds membres
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connus. On les intégrera exaclenientde même, en considérant les

seconds membres comme définissant les composantes d'une foi\e

pertuiljatrice qu'on décomposera en vecteurs tournants. Comme
ioî ''^0 sont (au moins pour les perturbations périodiques) de la

forme
;^ =: -.i> cos(/i7 — a), T,Q = iHj sin(/i7 — a),

nous aurons, aux seconds membres des équations (111), des pro-

duits de sinus et de cosinus tels que

cos cos
(nt — v^)

.
{ht — T.),

sin sin

quon pourra remplacer par des sommes de sinus et de cosinus

dont l'argument aura l'une des formes

(/./ — 0L) = (iit—-nj),

Tels seront les arguments de nos vecteurs tournants et. par

suite, des perturjjations correspondantes. Remarquons qu'elles

comporteront un « petit diviseur » lorsque kznn sera petit, ou

voisin de ±. n : dans ce cas, la pertubation correspondante

"acquerra ime im|)ortance spéciale.

Nous voyons donc comment on pourra, dans l'étude des pertur-

bations, calculer les termes en e. Observons que ces termes en e

auront, en quelque sorte, deux origines. Dune part les compo-

santes -\-, ij de la force perturbatrice comporteront des termes en e,

ce qui en introduira dans Çq? "'"lOi eux-mt'-mes. D'autre part les

termes de Çoj "'^lo
indépendants de e, portés dans les seconds mem-

bres des équations (III), introduiront d'autres ternies en e, qui

viendront se superposer aux précédents ('). . -
;

(') Au lieu de ciroisir, comme nous l'avons fait, pour axes de référence P;. l'r,

le rayon vecteur lui-même et sa perpendiculaire, on auiaitpu prendre des axes

tournant avec une vitesse angulaire uniforme ct,'ale à n, moyen mouvement non

troublé, c'est-à-dire prendre les mêmes axes (jueceux adoptés pour l'orbite circu-

laire, lin appelant encore ;, r, les projections de la perturbation PP, sur ces axes

(le point P ne coïncide plus avec l'origine), on aurait encore écrit

; = ;„ H- f ;, -H . . . . t. - t,^ -- er., -î-
. . . ;

les lerm -s ;„, r,,,, indépendants de e, se seraient calculés exaclcmcnl de même.
Pour calculer \^, t,,, on aurait obtenu des équations telles que (III), avec les

mentes premiers membres, mais avec d'a«</-es seconds membres, d'ailleurs connus

aussi. La marche à suivre eût été entièrement analogue.
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16. Pour résumer tout ce qui précède, nous pouvons dire que

nous avons décomposé la perturbation totale en perturbations élé-

mentaires, consistant chacune à faire décrire à la planète une

petite ellipse autour de sa position non troublée comme centre.

Ln tel mouvement elliptique rés-ulte, si l'on veut, de deux mou-

vements circulaires de sens inverses. Nous sommes donc amenés

à envisager la perturbation totale comme un mouvement épicy-

cloïdal composé de la superposition- de plusieurs mouvements,

circulaires. Comme le mouvement elliptique képlérien non (rouble

lui-même peut s'envisager comme un tel mouvement épicjcloïdal,

ou volt que nous sommes ramenés à l'antique conception grecque,

qui voulait considérer tous les mouvements célestes comme résul-

tant de la combinaison de mouvements circulaires uniformes.

IV. — Application. Mouvement de la Llne.

17. Comme exemple d'application de ce qui précède, nous allons

étudier sommairement les principales inégalités du mouvement

de la Lune autour de la Terre, sous l'action perturbatrice du

Soleil.

Nous supposerons, pour simplifier autant que possible, que le

Soleil, la Terre et la Lune, réduits chacun à un point matériel, se

meuvent constamment dans un même plan (c'est-à-dire que nous

supposerons nulle l'incllnalsonde l'orbite lunaire sur l'écllptlque).

Nous supposerons enoutre que la masse de la Lune est négligeable

par rapport à celle de la Terre, si bien que le centre de gravité de

l'ensemble Terre-Lune se confond avec la Terre; enfin que la

masse de la Terre est négligeable par rapport à celle du Soleil, si

bien que le centre de gravité de l'ensemble Solell-Terre-Lune se

confond avec le Soleil, que nous regarderons comme absolument

fixe. Nous ferons abstraction de tous les autres corps du système

solaire.

Dans ces conditions, le mouvement de la Terre T sera un mou-

vement képlérien autour du Soleil fixe S; nous appellerons a', e',

(m'-— 180°) le demi-grand axe, l'excentricité et la longitude du

périhélie de ce mouvement elliptique (').

(') En d'autres termes, n' désignera la longitude du périgée de l'orbite appa-

rente du Soleil autour de la Terre.
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Le mouvement non troublé de la Lune L autour de la Terre T
sera de même un mouvement képlêrien, dont nous appellerons

«, e. nj, le demi-grand axe, rexcentricité et la longitude du péri-

gée.

i\ous allons étudier les perturbations de ce mouvement képlé-

rien de la Lune, en choisissant {fig- 6) pour axes Lç, Lr,, aux-

Fig. 6.

T
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ps=
;-î-i- /-'î — a/-/-' cos(X — X'),

M M r / ^, ,,^ -]

95

i\i . . .

Ce vecteur '— est dirige' suivant LS: il a pour projections :

sur TS, ï -h 1 — cos(). — /.)-...]

M
sur une perpendiculaire à TS, — — rsiniÀ — X)

Il faut lui retrancher le vecteur —— diritré suivant TS. et le pro-
r - ^ r

jeter enfin sur L; et Lr, . Ce qui donne finalement

,, Mr ,^. ^, M;- . ,^, . .^
A- = -2 —7- cos-( A — X ) — —r- sin*( Â — A ) -f-. .

.

1 Mr 3 M;-= r- H r7C0S2(/ — A)-f-...,
2 r * 2 7-3

5" =— 2—7- cosTX — X') sin(X — X'; — '—:— sin(X — X') cos (X — X') -h. ,,.

3 Mr . ,= —7- sin 2 ( A — A ) H- . . .

.

o r 3

Or nous avons les développements suivants (')

—r = —r- \i — e COS ( ni — w) -+- 3 e' cos(/i'< — nr' )-;-.. .1,
7' ' a *

X — X' =: (n — n')t -^ (m — tit — w' -h n'-')

-!- 2 e sin ('/if — w ) — le' sin (n' t — m') -!-...;

et, en posant
rry — /i t =

(quantités constantes qui sont de l'ordre de e et de e'), nous pouvon*

écrire (négligeant toujours les carrés et produits de e, e') :

C0S2(X — X') = COS2[(7« — n' )t -i- t — z']

— [^e s'\n( nt — tu) — 4^' sin Cn'^ — tiî')] sin 2(71 — n')t-r-...y

sin 2(X — À') = sin2[( /i — n')? -+- £ — s']

-h [4e sin( n^ — m) — ^e' sini 7i'f — ra')] cos 2(71 — n')t-i-...^

(•) Voir les formules de la Noie précédente.
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Les produits de sinus et de cosinus peuvent se remplaçai' par

des sommes de sinus et de cosinus : cela introduira des termes

trigonométriques dont les arguments seront de l'une des formes

i{n — n' )t zh {/it — w), i{n — n)t±{n't — m');

de tous ces termes, nous retiendrons uniquement ici ceux dont

l'argument est (/i— a/i') ^4-to, parce qu'ils donnent des perturba-

tions plus Importantes que les autres (nous en verrons dans un

instant la raison), et nous écrirons

-7-COS2(>. — K'}

« i r / f . , ,

•"•

r . . ^ T }= —r- < cos 2 ( 7i— n ) ; -h £ — c e cosli II —m )t -\- w] -h. .
.i

,

a -^

(
1

)

-— sin2(A — A )

= —r sin2(n — n ) t -}- s — i e sm
\

[ n ~ 2 n ) t -h r;^) -\- . . . • .

a ^
I

-1
\

INous pouvons maintenant, comme c'était notre but, développer

les composantes i\-, Jf <Je 1^ force perturbatrice en séries trigono-

métriques dont les ai'guments sont fonctions linéaires du temps :

il vient

=\. = -M—; M —r e cas ( Ht — nr) H iM —;- e cos(/i / — m )
2 Cl ^ 2 rt * 2 rt •*

'

3 ,, « r / ;

H— M —y- cos 2(/i — n )t -h £ — £

2 rt •*

' > . . « r , f. ^

iM —r- e cos ( n — 2 « )t-i-m\-~...,
4 rt

^

3 et

J =— -- M —7^ sm 2
[ ( rt — n )/-+-£ — £]

' 5 , , <"'

H—- iVl —7- esin(« — 2rt )/-f-nT-i-....
4 a •*

Nous avons donc cinq vecteurs perturbateurs que nous envisa-

gerons successivement :

i" Le vecteur

est un vecteur consta/it centrifuge (dirigé vers l'extérieur de

l'orbite lunaire). Son elTet sera de diminuer d'une quantité cou-
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stante la vitesse angulaire de la Lune sur son orbite, ce qui se tra-

duira en outre par un mouvement séculaire (rétrograde) du péri-

gée.

2° Le vecteur

I a
-\'-o = yi'.—r-ecosint — m), V\,= o

1 a^

est un vecteur alternatif avant pour période celle même de la

révolution de la Lune; il introduira dans les expressions du rayon

vecteur et de la longitude de la Lune des termes séculaires

mixtes de même période dans le détail desquels nous n'entrerons

pas. Disons seulement qu'on peut les interpréter, ainsi qu'il a été

expliqué à la fin du n" 10, comme produisant un mouvement sécu-

laire (direct) du périgée.

3" Le vecteur

<x, 3 -, a , , , , -^
-A-3 = - .M —r- e cos { n t — Tïs ), i>3=o

est un vecteur alternatif A\An\. pour période celle de la révolution

du Soleil. Il produiia sur le rayon vecteur et sur la longitude de

la Lune une perturbation de même période, connue sous le nom
à'équation annuelle. Cette perturbation, bien que de l'ordre de

l'excentricité e', est assez importante, parce que sa période (une

annéej est beaucoup plus longue que la période de révolution de

la J^une : en d'autres termes, si nous calculions les coefficients

(il>, lil dont il a été question au n° 10, nous trouverions, en déno-

minateur, le « petit diviseur );• n' (le dénominateur de iib contient

même n'-, la perturl^ation de la longitude est plus grande que

celle du rayon vecteur).

4° Le vecteur

rv- 3 -. a r - -1
A-4 = - M -r- cos 2

I
( 71 Jl )t -^ z — î .

•2 a ^

^i= iM -7- sin2r(n — n' )t -\- z — î1
2 a '

est un vecteur tournant dans le sens rétrograde, dont la période

(demi-révolution synodique de la J^une) diffère peu d'un demi-

mois. Il produira sur le rayon vecteur et la longitude de la Lune



98 PREMIÈRE PARTIE.

une perturbation de même période, connue sous le nom de varia-

tion. Cette « variation » a pour effet de rendre le rayon vecteur

plus petit que sa valeur moyenne quand la l.une est en syzjgie,

plus grand au contraire quand la Lune est en quadrature; par

contre, la vitesse angulaire de la Lune est accrue en sjzvgies, et

diminuée en quadratures.

5° Le vecteur

A- ^^ AI ^ r/ / -I

'^v-s = -M —— e cos ( n — 2/1 )^ -r- ra |,

4 a 3 '

5,„ i5 -, a . ^

,

^5 = -tM —7-e sinr(/i — o/i jf -(- nrl
4 a * ^

est encolle un vecteur tournant dans le sens rétrograde. Sa
période diffère peu de celle de la révolution de la Lune (car

2n' est assez petit vis-à-vis de n). Il produira sur le rayon vec-

teur et la longitude de la Lune une perturbation de même
période, qui, bien que de l'ordre de e, est assez importante, pré-

cisément parce que sa période est voisine de celle de la révolution

delà Lune : en d'autres termes, si nous calculions les coefficients

tlo, \>\> dont il a ('-té question au n° 10, nous trouverions, en déno-

minateur, le « petit diviseur » n-— (n — in')-.

C'est la présence de ce « petit diviseur » qui rend importants

les termes dont l'argument est [(«— in') t-^ris]. et c'est pour-

quoi nous avons, dans nos développements trigonométriqucs,

laissé de côté les termes d'arguments i(n— n')t-^{nt— m) ou

2(/i— n')t±( n' l—r;^'), qui ne présentent pas la uîême particu-

larité. L'ensemble des termes dont l'argument est[(« — in')t-^m\

porte le nom d'évection.

18. Jusqu'ici, nous avons traité les vecteurs perturbateurs

(-^-h-TOî ("=^'2
5
5*2) ? •••» {'^'ii ^i) comme s'ils agissaient sur une

orbite lunaire circulaire ; en d'autres termes, nous n'avons inté-

gré que les équations (I) à coefficients constants du n° 10. Or
l'orbite lunaire a une excentricité e, et ce sont les équations (II) à

coefficients variables du n" 15, que nous devons intégrer. Cela va

introduire de nou\eaux termes en e qui viendront se superposer

aux précédents, et que nous pouvons calculer en nous sersant des

équati(jns (III), où ;o, rjo désignent les perturbations que nous

venons préciséiuent d'étudier.
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Si nous prenons, en premier lieu, les quantités ç„, v.o? qiii pi"o-

viennent du vecteur (a\^,, iji), nous aurons entre autres, aux se-

conds membres des équations (III), un terme d'argument (/?.'— trj),

qui introduira des termes séculaires mixtes de même espèce que

ceux déjà signalés comme provenant du vecteur (=\-2> -^Ta)' et qu'oii

pourra aussi interpréter comme produisant un mouvement sécu-

laire (direct) du périgée.

En second lieu, nous ne tiendrons pas compte des quantités

^0, r.o, qui proviennent des vecteurs (ijo, =X^-a)> (-^-s, ?Ji) {^•ii ^ i)i

parce que ces quantités sont déjà de l'ordre de e ou de e', et leur

introduction dans les seconds membres des équations (III) n'amè-

nerait que des termes de l'ordre de e- ou de ee
.,
ordre que nous

avons convenu de négliger.

En dernier lieu, il nous reste à tenir compte des quantités Ço,v,o

provenant du vecteur (A!--,, -Ti)- Ces quantités ont pour argument

2[(/i— n')t-^t — ô']; introduites dans les seconds membres des

équations (IH), elles amèneront des termes dont les arguments

seront de l'une des formes

?.[(« — n' )t -f- £ — s'J = ( /(^ — ct);

de ces termes, nous retiendrons seulement ceux d'argument

{a — •în')t -^V5 -h t— t'

,

parce qu'ils donneront des perturbations assez importantes à cause

du a petit diviseur )> n-— (/i — 2/i')-, ainsi qu'il a été expliqué au

sujet du vecteur (-\-3, ^5). Comme ces termes sont de l'ordre de e,

nous pouvons y négliger z— s' qui est aussi de cet ordre, et dire

qu'ils constituent une perturbation d'argument iii — in') t-^m

^

exactement de :ménie espèce que celle produite par le vecteur

("X'ô, CT5), et s'ajoutant à elle pour donner Vévection.

jNous sommes maintenant eu possession des principales inéga-

lités du mouvement de la Lune. On pourrait pousser l'approxi-

mation plus loin sans rencontrer de difficultés essentielles ; il ne

s'introduirait que quelques complications de détail.



PIUniIÈHE PAIITÎH,

LA SÉRIE

I I I I I I I t i

Il i3 r 19 29 01 41 43 59 ' 61

OÙ LES DÉNOMINATEURS SONT « NOMBRES PREMIERS JUMEAUX »

EST CONVERGENTE OU FINIE:

Par M. ViGGO BRUN.

L'étude (lu crible Eratosthène a reçu un iulérèt nouveau après

que l'on eut découvert que les nombres premiers jumeaux (
'

)

et les nombres premiers de Goldbach peuvent se déterminer par

une méthode analogue à celle d'Eratostliène.

Le premier qui ait attiré l'attention sur ce fait est Jean Merlin,

dans un article très intéressant publié par J. H... dans cett^

Revue (-).

La méthode consiste en un emploi double du crible d'Erato-

sthène.

Etudions d'abord la méthode d 'Eratosthène en lui donnant la

forme suivante :

Soient données les séries

1. 10.

10

9

O . . . Pn ' • • . 2/>n '^Pn

où X désigne un nombre entier el pn un nombre premier

Pu^ S^ <Pn^\

et A un nombre entier

'>Pni^ < C^-+-i)Pn-

(') C'est-à-dire les couples des nombres premiers ayant la différence 2. ro/>

P. StXckel, Sitzungsberichte der Heidelberger Akademie der Wissensc>ia/ten,

Abt. A., Jahrg. 191'), 10 Al)h. et Jalirg. 1917, i5 Abli. , et 1918, 2 Abh.

(') 2" série, Tome 39, 19'', 1'" Partie. Voir aussi Viggo BnuN, Archiv for
Mathematik og Naturvidenskab, Kristiania, Bind 'My, Hefle 2 et 4 » et Nyt
tidsskrift for Mathematik, 1916.
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Les termes de la première ligne, qui sont difTérents de tous les

termes des séries restantes, sont les nombres premiers situés

entre ^x et x et le nombre i. Ce sont les termes non efifacés du

crible d'Eratosthène.

Nous généralisons, en étudiant les séries arithmétiques sui-

vantes :

A.
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et, en choisissant D = i,

/ N(£,a:, 2, 3, ...,/?,.) = N(i,a")— N(2, 37)— i\(3,a7)— N(5, x)— . ..— ^{p,.,x)

-I- X ( 3 . 2, a')+N (5 . 2, a7)-t-N (5 . 3, a:)-+-. . .-+-N (jo^jD;^,, a-)

— .\ (5 . 3 . 2, ar)— i\ (7 . 3 . 2, 3-)— . . .— .\ {prPr-ï fr-i, x)

(3;

— N (/J„,_i /'„,-2-3 . 2, a;)— ...— -\ (p,.pr-i . . ./?,-,„+2, a;)

-+-^'(/P/« /?/«-!• . .3.2,37) -[- N(/)„,+ i /?„,.. .3,37, 2)H-...

-+-N(^ ,./?,._,. . .pr-m+li X, 1, 3, . . ., pr-m)-

OÙ /n est un nombre pair.

Ici on peut déterminer les termes de la forme ^{d^or) par la

formule approchée

N(^,3-)= ^-+-0 (_,<0<,),

rs(c?, a:) désignant le nombre des termes de la série arithmétique

A, 1 — d, l-h id, . .
.

, A -H X(/,

où
c? ^ A > o CL A -h X f/ _ 37 < A -4- ( X -h I ) (/.

Nous évaluons les termes de la dernière ligne par l'inégalité

N(D,37, 2, 3, ..., pr, ..., /?„)^N(D,37, 2, 3, . . . ,
/J,.) = N ( D, 37),

ou
Pr < Pn-

Nous obtenons alors la formule

N(i,3', 2, 3, ..,,/),...., p„) <3;
"

I I I IX I

2 J 'J

II I

3.2 5.2 5.3

Pr

('.)

5.3.2 ,3.

PrPr-X

I

PrPr\Pr-i

PmPin 1. . .3.2 pr Pr- 1 • • •Pr-m-^;]-'
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où R désigne le nombre des termes à V intérieur de la parenthèse

R = ( + /• +

Les nombres m et r sont choisis de manière que

ni<:_ r <C n où p n'k s!^ < P n+\-

D'ailleurs, on peut choisir /• et m à souhait. Cela donne à la for-

mule une élasticité que nous n'obtenons pas, quand il s'agit de

fixer une limite plus petite que A.

Nous pouvons traiter .le crible de Merlin d'une manière tout

à fait analogue. Désignons ici le nombre des termes non elTacés

par
P(l, X, 3, 5, ..., pr-, ..., /?/,),

après avoir effacé doublement les termes de la forme

A-i-3X, A-h5X, ..., A-H/>,À, ..., A-i-/j/, À.

Nous obtenons alors une formule analogue à (4) •

,

P(i, X, 3, 5, ..., Pr, ..-, Pn)<-->^

r 9. 1 2

1- 1-

5.0 7.3

o2

PrPr~y

(5)

7.5.3 PrPr-ïPi^i

^^ -t-. . .+
Pin P,n~\. •

.'^^ P

1'" 1 -R,
rPr-l • • •Pi—iii+ \ J

OU

R = I -i- 2 /• -T- 2- < [ -t- 2r-h (2/-)2-l-. ..

-hiir)'" < (2 /•)'••'+!.

Nous donnons à cette formule la forme plus courte :

(G) P(i,a-,3,5, ..., Pr, •.-, pn) <x[i — S1-T-Z2— :i:3-+-.- . + i:„,]-h R.

Etudions d'abord les valeurs S.
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S| est égal à la somme des termes de la première des m lignes

suivantes :

2 2 2 1

3 5 ' 7
'
"'~^

pr111 1
5=--T--H H. ..H ;

3 3 7 pr

_ 2 2 2 2

3 5 7 '
'

Pr

_ 2 2 2 2

3
"^

5 1 " '

Pr

-2 est égal H la somme des termes formés par multiplication de

chaque terme de la première ligne par les termes de la deuxième

ligne ayant des dénominateurs plus petits. Les autres S se peuvent

définir d'une manière analogue.

Comparons ïo et 5-. et ^3 et sSo :

3/ V5

3.3.3

Nous obtenons en général
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<ft:LVRES DE G.-H. HALPHEN, publiées par les soins de G. Jordan,

H. PoiNCARÉ. E. PicAiJi). avec la collaboration de C. Vessiot^ l. II.

I vol. <^i-. in-8. vir-5Gi) paires. Paiis. Gauthier-Villars et C"" ; 191S.

.Nous sommes lieiireux dannoncer rap|)arition du Tome II des

(JEuvres <l' Halphen. Dans ce Voluuie sont rassemblés quelques-

uns des plus importants travaux de l'illustre mathématicieu . Il

dél>ule par ses Méuioires sur les caractéristiques des systèmes de

coniques, où Tauteur a fait preuve de tant de |)rofondeur dans

l'étude des cas où le principe, que Chasles avait admis par induc-

tion, se trouve en défaut. Halphen n'abandonne cette question

qu'après en avoir trouvé la solution complète et définitive, ce qui.

dans beaucouj) d'autres circonstances, fut la caractéristique de son

laleul. Ce \ olume ciuitieat encore les études sur les points singu-

liers des courbes algébriques, et le Mémoire trop peu connu sur

les lignes singulières des surfaces algébriques.

Les géomètres reliront avec plaisir le Mémoire d'Halphen, qui

lui servit de thèse, sur les invariants dilFérentiels, où s'eutremêlent

si harmonieusement des considérations analytiques et géométriques

d'une rare élégance. Plusieurs articles de 1881 se rapportent aux

fonctions automorphes se rattachant à la série hjpergéométrique
;

on V trouve un écho de l'impression produite alors dans le monde

mathématique par les premiers travaux de Poincaré sur les [onc-

tions fuchsiennes. Il n est pas jusqu'à des Notes de moindre

importance sur certains dévelo[)pements en séries, dont les

résultats sjnt surtout négatifs, qui ne montrent la pénétration

d'Halphen. Elles pourraient être rapprochées de certains travaux

modernes sur les fonctions analytiques.

Le \ olume débute par le discours que prononça Hermite aux

obsèques d'Halphen, où sont rappelés les principaux événements

d'une carrière prématurément interrompue. Ceux qui ont approché

le regretté géomètre y retrouveront l'homme sim[)le et modeste,

alVectueux et bon, dont le souvenir leur est resté cher.

Emile Picaku.

Bail, des Sciences matliëni., a' série, t. .VLIIl. (Mai ignj.)
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JUIilA (Gastox). — Mémoiuh; hklatii- a l'étudk ues substhutions

RAÏIONNKLLES À UNE VARIABLE (1).

1/ Académie avait mis an concours l'étude de V itéralion dune'

substitution, en rappelant que le point de vue local avait seul été

considéré jusqualors et en invitant les concurrents à se placer au

jioint de vue oénéral.

Les travaux antérieurs, notannneiit les travaux fondamenlauxde

M. Kœnigs, avaient, pour une substitution S, s,=icp(^^), à une

variable, conduit à la notion àe^ points d'attraction : si 'C, est un

point laissé fixe par S ou par une de ses puissances [point

invariant), et si unequantitécorrespondante. (Wle multiplicateur,

est de module inférieur à lunité, les transformés successifs [con-

sécjuenls) d un point s, pris au voisinage de ^, tendent tous vers ^^

ou tendent périodiquement vers/> points, dont rnn est ^ et dont

les autres sont ses [p — \) premiers conséquents.

Ces résultats initiaux soulevaient bien des problèmes : les points

attractifs sont-ils en nombre limité: quel est le dontiaine exactd'at-

traction de l'un d'eux; (|uelle division du plan est ainsi associée à

une fonction '^'{z) donnée ?

Sur ces questions fondamentales, on ne possédait qu'une Note

de M. baloii (octobre 1906), où l'auteur montrait, sur deseseinples,

que les régions de la division pouvaient être limitées par des

courbes non analytiques, mettant ainsi en évidence les difficultés

et la complexité de la question.

Enfin, à un autre point de vue, Poincaré a\ait établi que, dans

certains cas on peut associer à S une fonction méromorplie dans

tout le plan, 0( // I, telle (|ue, si Ton pose ; =: 0(^^ ), on ait s, = 9(a'w),

s étant une constanttî de module supérieur à 1, ce qui ramène

l'étude de l'itération à celle de 0(m); mais aucune application

n'avait été laite de cette méthode d'itératio/i paramétrique.

Pour le Concours, trois Mémoires ont été déposés au Secrétariat;

la Commission n'a retenu (pie celui de M. Lattes, professeur à

(
'

) Ce Méiuoire a <)l)lemi m ii|iS li' Ciraml Prix des Sciences nialiiémal iques.

L'analyse qu'on va lire consliliie le rapporl fail à ce sujet par MM. Emile Picard

cl ileorges lluinbert ( voir Comptes rendue, séance du ->. décembre ijjiS).
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l'Université de Toulouse, el celui de M. Julin. lieutenautau 34" ré-

giment d'Infanterie, lauréat du prix Bordin en IQ17.

Le travail de M. Lattes est une application des idées (Je Poincaré

el se rattache également à une lliéorie de M. E. Picard.

M. Lattes établit l'existence de la fonction de Poincaré, pour

une substitution rationnelle à une variable, dans un cas très

étendu, mais sans en tirer aucune conséquence générale pour 1 ité-

ration; abandonnant alors ce |)oint de vue, il examine les cas par-

ticuliers où la fonction de Poincaré étant cosa, tang « ou pu,

I écpialion c, = 'o{z) est celle de la multiplication de liine de ces

fondions par un entier, et, chaque fois, il détermine et étudie,

par une méthode assez ingénieuse, Vensemble des conséquents

d un point, ainsi que l'ensemble dérivé.

Il aborde ensuite le cas d'une snhstilution rationnelle entre deux

couples de variables et montre que, si en un point invariant

V('quation quidratique aux multiplicateurs a ses racines dis-

tinctes et de mo lide supérieur à i. on peut réaliser Fitération para-

métrique à laide de deux fonctions méromorplies de deux

\ ariables.

Applicjuant ces résultats à une substitution Cremona. il fait voir,

du moins dans certains cas, que les conséquents de tout point du

plan ont pour limite un point fixe, et que ses antécédents tendent

même vers un autre point.

La partie du Mémoire (pii concerne les fonctions de deux,

variables est, sans nul doute, la plus intéressante et la plus nou-

velle; elle contient, notamment sur les substitutions Cremona, des

résultats élégants, qui, bien que fragmenlaires, ouvrent un chamj)

de richerclies qui pourra être fécond : l'auleur y a fait |)reuve d'un

esprit habile et sagace et il aurait probablement poussé plus loin

ses découvertes si. cette année même, la mort ne laNaii enlevé,

jeiui'^ encore et en pleine possession de son talent.

Le Mémoire de M. Julia n'étudie que les substitutions ration-

nelles à une variable; il introduit systémati([uemenl, non |)lus les

|joints invariants attractifs, mais les points invariants où le

module du multiplicateur est supérieur à runité; leur propriété

fondamentale est d'être des points de répulsion. D'une manière

plus |)récise. si I on entoure lun d (mix d un domaine arbitra ireme ni

petit, les consé([uents successifs de ce dnnvAMu^ finissent par coin-
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prendre à leur mléneur tous les poinis du plan, sauf un ou deux

au plus.

[.'analogie de cel énoncé avec celui d'un tliéorènie de M. \i.

l*icard ua rien de mystérieux : la démonstration de M. Julia

repose ici, comme souvent dans le resle du Mémoire, sur la belle

théorie des suites normales de Al. Montai, théorie dont on sait le

lien étroit avec le théorème de M. Picard.

C'est l'ensemble parfait E', dérivé de l'ensemble Edes points de

répulsion, qui joue, dans l'itération, le rôle fondamental : M. Julia

étudie ses propriétés, observe qu'il peut être discontinu ou continu

linéaire, et (pie, s'il est superficiel dans une de ses parties, il

comprend nécessairement tout le plan.

Le cas le plus intéressant est celui où E' est linéaire : 1 en-

semble E' partage alors le plan en régions D, qui jouissent de cette

propriété caractéristique que, si le point z reste dans l'une d'elles,

tout point limite pour Yensemble de ses conséquents dépend ana-

lytiquem.ent de ;. De cette proposition et d'une réciproque l'auteur

déduit le résultat capital que les points de E' sont LEs/>omi5 5m^a-

/fe/-5e55e/i//e/5 pour les fonctions limilesde la suite '^(;), cp[cp (.;)],...,

et que, si l'on connaît Vallure de cette suite cjuand ; reste dans un

domaine arbitrairement petit intérieur à D, on connaît, par là

même, son allure dans tout D.

La dernière proposition sert de lien entre l'étude locale de l'ité-

ration et Tétiide généiale : un point attractif, z-o^ appartient à une

région Dq, et les conséquents de tout point de D ont ;„ P'Jnr limite
;

D„ est le domaine de convergence immédiat du point attractif.

L^ne autre consé(juence fondamentale est celle-ci, (pie M. Julia

élal)lit par deux méthodes distinctes : tout domaine immédiat

contient au moins un point critique de la fonction algébrique

inverse de 25(3), el, comme corollaire, le nombre des points d'at-

traction est fini. C'est la réponse, inattendue peut-être, à une

question posée par M. Kœnigs.

M. Julia détermine également le domaine total de convergence

vers un point attractif, ellronve la condition uéccssaiie et suflisantc

pour (in il -^e iH'duisi- au domaine immédiat; il illustiT oiiliii sa

théorie par des exemples habilement choisis : dans la plu|)arl, l'en-

scinble E' est une courbe de Jordan simple; dans un autre, c'est

ua continu linéaire fermé, avec des points doubles partout denses
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sur liii-inéme, circonstance singulière que l'.uiteur éclaire en

l'orniant géornéti'r(juernent, (i priori^ irn ensemble continu doué

de propriétés analogues.

La dernière partie du Mémoire étudie le cas des poinis invarrants

dont le multiplicateur a le module i , et achève d'établir, en toute

généralité, la proposition relative au nombre fini des points d'at-

traction.

.\u fur Pl à mesure de sa recherche, M. Julia avait consigné ces

résultats dans des plis cachetés, déposés à l'Académie; postérieu-

rement au dépôt du dernier pli, et en décembre 1917, un géomètre

coanrr, M. Falou, auquel la théorie de l'itération devait déjà d in-

tér'essants progrès dans une voie nouvelle, énonçait aux Comptes

rendus la plus grande partie des mêmes résultats, qu'il avait

obtenus de son côté et parla même méthode, en utilisant, lui aussi,

les propriétés des suites normales de M. Montel : ce n'est pas la

première fois, dans l'histoire de la Science, qu on aura vu deux

savants de valeirr arriver en même temps, par la même marche, à

une même découverte.

Le Mémoire de M. Julia porte la marque d'un esprit mathématique

d'ordre élevé, dont la vigueur saisit les problèmes dans leirr géné-

raliti" et poursuit les conséquences jusqu'au bout; il dénote éga-

lement une connaissance approfondie des résultats et des méthodes

de l'Analyse moderne avec une ajitilude remarquable à les utiliser,

il réalise, dans la question de l'itération, un progrès décisif et

montre à nouveau combien s'inirodrrisent naturellement, dans cer-

taines recherches d'Analvse et dans le domaine rationnel lui-même,

les propriétés les plus substiles de la théor-ie des ensembles et la

notions des courbes de M. Jordarr.

Aussi, la Commission est-elle d'avis, à l'unanimité, de ih-cerner

le Grand Prix des Sciences mathématiques à M. Gaston Jirlia ; elle

propose également d'attribuer, au travail de M. Samuel Lattes, une

mention très honorable.
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BELOT ( Emile ). — L'Origine des formes i»e i.\ Terre et des Pl.\nètes.

I vol. in-8" (26 X 17; de 2i4 pages avec figures et planclies. Paris,

Gauthier-Villais et C'; 1918.

M. Bfloi esl rauietif truue hypothèse cosmogonique cUle toiir-

billonnaire^ oîi il fail naîtra- le système solaire de deux masses

néhuleiises qui se sont renconli'ées. iJans un Onyrajje antérieur, il

a dévelopjDé celle hypothèse et nionlré comment elle explique

notamment les principales caractéristiques de noire système, la

formation des nébuleuses spirales, etc.

Dans le volume actuel, où il coordonne et développe une série

de iSotes présentées à rAcadémio des Sciences de i()i4à 1918, il

en lait ilériver une théorie physique de la formation du relief

terrestre.

D'après la cosmogonie tourbillonnaire , le noyau terrestre était

une sorte de projectile lancé dans une nébuleuse, suivant îa

direction nord de l'axe de la Terre. La pression du veut de la

nébuleuse déprime le projectile en avant de sa trajectoire,

l'exhausse en pointe à larrière et ralentit la rotation plus dans

rhémisphère boréal que dans l'hémisphère austral : ainsi

s'expliquent la forme aplatie de l'océan Arctique, la forme en

pointe de l'Antarctide et la torsion de toute l'architecture terrestre

australe vers l'Est par rapport aux parties boréales.

La pression du vent de la nébuleuse n'agit sur le noyau encoie ,

anhydre que par l'atmosphère primitive, dont le poids, au contact

du noyau, devait dépasser loo**^ au mètre cube, en raison de

l'énorme pression (33o^""j exercée par la masse de vapeur d'eau

et de gaz. De là deux notions nouvelles : — c'est vers la profon-

deur de aSoo"" que s'établit le niveau de base fondamental de

l'architecture terrestre ( Chap. Il ) où les vents de surface cou)-

menceiit leur travail intense sur le noyau anhvdre; — d'autre

part, le frottement de la nébuleuse pendant l.i |)ériude ignée

(Chap. III) fait descendre du iNord vers le Sud les hautes

couches de l'atmosphère; celles-ci, refroidies, retombent sur

l'Antarctide et reuKmtent ensuite vers le Nord, à la surface, fer-

mant ainsi le cycle dune circulation atmos[)hérique JNord-Sud.

\iu>i, d.ins la p»''riode ignée, les scories silicatées et légères de la
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surface sont poussées par les vents vers le Nord, où elles forment

la base des soubassements qui portent les continents boréaux.

L'arrivée de leau à la surface de la Terre fait l'objet du Gha-

,pitre IV : la température s'étant abaissée jusqu'à 364°. tempéra-

ture critique de l'eau, la condensation de la vapeur de l'atmosphère

peut commencer; el comme elle est entraînée j)ar la circulntlon

atmosphérique, il en résulte un déluge, dans lequel M. Belot

distingue d une part le déluge critique, résultant de la pression

critique de leau (it^4^'"') et imposant à 1 atmosphère la chute

presipie instantanée de 1600" de hauteur dans les bassins océa-

niques, et de l'autre le déluge normal, c^ui achèvera de les remplir

sur une hauteur de yoott"'. C est le déluge critique, dont les cou-

rants océaniques du Sud au iSord sont très violents, qui sculptera

profondément le noyau, tandis (jue le déluge normal modifiera

peu les formes antérieures. Et l'on voit <]ue c'est vers — 2000""

(niveau peu difFérent de — 25oo'", nixeau de base fondamental) que

l'on pourra trouver les lois de I archileci ure terrestre (Chap. Y).

Ces lois sont de deux genres : les unes statiques, dues à l'équi-

libre du poids du déluge austral autour du centre de gravité de la

Terre; les autres dynamiques et dues à l'établissement d'un

régime permanent des vitesses des courants océani(|ues du Sud

au jNord .

Les lois statiques sont la loi des antipodes et hi loi d'égalité

entre le poids des Océans et le poids des Terres, au-dessus du

niveau de base fondamental — 2.")oo™. Les lois dynamiques

expliquent la lorme en pointe vers le sud des continents, {pres-

qu'îles et môles archéens, et la distribution des Océans.

Ce déluge austral piimitif explique aussi la loi de compensation

isostatique.

Dans les Chapitres VI, \ 11 el \111. M. Belot rattache encore à

la phvsique des fluides les phénomènes orogéniques, épirogé-

niques, volcaniques et magnétiques. Dans sa théorie du volca-

nisme naturel, il explique comment îles fractures sous-marines et

continentales peuvent amener l'eau de mer en vapeur jusqu'à

200^"' à 3oo'"" des côtes; la remontée des laves surplus de 10''"'

de hiiuteur n exige pas une pression correspondante parce que,

dans les cheminées volcaniques, elles sont à l'état d'ému Ision avec

des gaz el des vapeurs.
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Le magnétisme terrestre ('Cliap. \ III i sérail un ferm-magné-

lisme induit, dans la croûte déjà refroidie, par le tourbillon solaire

primitif, jouant le rôle d'un solénoïde : on savait, par l'expérience

de Wilde, que les Océans agissent sur l'aiguille aimanlée comme
s'ils étaient plus magnétiques que les continents; l'érosion due

au déluge primitif dans les fonds océaniques explique ce fait

singulier.

Le Chapitre IX est une étude de planétographie comparée où

l'Auteur met en œuvre les résultats acquis par les Chapitres précé-

dents, pour obtenir des données sur les surfaces de la Lune, de

Mercure, Vénus et Mars, au point de vue du volcanisme et de

l'étendue des continents et des mers.

Dans ses conclusions, M. E. Belot fait prévoir lavènement

d'une Géologie nouvelle, qui sera celle de lécorce profonde el qui,

en dehors de ses méthodes propres, utilisera celles de l'Astro-

nomie, de la Physique, de la Géodésie, etc. : elle devra recon-

naître dans l'ère pahpothermale l'existence de phthioniènes gran--

dioses et irréversibles, tels que celui du déluge austral ju-imitif,

et par suite ne pouvant rentrer dans le cadre de lactualisme et

des cycles géologiques actuels.

G. Bir.oLRnA.N.

KUGLER (Frvnz-Xavbr). s. j. — Dik Baiivlonischk Mondurciinlxc;. Zwci
Système der Chaldàer ûber den Laiif des Mondes und der Sienne.

Auf Grund mehierer von /. N. Strassninier; S. J. kopierleii Keilincli-

riften des Brilischen Muséums. Mit eineiii Angang iiber Ghaldaïsclie

Pianetentafeln. i vol. in-8 jésus, xv-j>.ii paires. Fieihuirg im Breisgaii,

Herder; igoo.

L'Auleur débute par une étude liistt»ri(jue sur les périodes de la

Lune, d'a])rès les Chaldéens et sur Hipparfjue. Dans sa Préface,

il dé-duit deux ensembles de documents (pi'il appelle les systèmes I

et II.

La première Partie a trait au parcours de ta Lune et au calcul

de la nouvelle et de la pleine Lune d'après le svstème I, au mou-

vement angulaire quotidien de la Lune (vitesse de la Luuej, à la

détermination chaldéenne de la plus grande et de la plus petite

vitesse d<; la Lune, à la comparaison de^ mois svnodifjues et de ce
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qu'il a|)pelle les mois anomaux, à la correction des mois syno-

diqiies dans le sens du mouveaieni anomal du Soleil, aux dates de

la nouvelle Lune, au calcul de la pleine Lune, à la latitude de la

Lune à l'époque des sjzvgies, à la durée de ce qu'il appelle le

drakonisliche Monat ou Dragonmonat , durée qui s'écoule

entre deux passades consécutifs de la Lune au nœud de l'écliptique,

à la durée du mois sidéral, à l'époque du système 1, à l'époque de

l'activité astronomique d'Hipparque, etc.

Dans la deuxième Partie, TAuleur s'occupe du parcours du

Soleil d'après les sjsièmes 11 et L des loajiiludes babyloniennes

de la nouvelle et de la pleine Lune, donne un scliéma du parcours

du Soleil d après le calcul et les données babvloniennes, émet une

liypotlièse sur une règle d'intercatalion astronomique des Babylo-

niens, calcule la vitesse moyenne du Soleil et la durée de l'année

sidérale, et, en particulier, toujours d'après les données babylo-

niennes, le maximum et le minimum de la vitesse du Soleil sur

l'écliptique, étudie la durée de Tannée astronomique des (Ihal-

déens, compare 1 écliptique lixe babylonien à l'écliptique mobile

d'Hipparque.

Il revient au parcours du Soleil d'après le système 1, au cbange-

ment mensuel de la longitude de la Lune, aux longitudes de la

nouvelle et de la pleine Lune, à la vitesse moyenne du Soleil et à

la durée des jours sidéraux, à la durée de l'année anomale (temps

que met le Soleil pour aller de l'apogée au périgée), compare le

point de départ de l'année du calendrier romain, et l'écliptique

cbaldéen, se demande, en passant, si les Babvlonieus ont connu la

précession des équinoxes.

La troisième Partie a pour objet I élude du |)arcours de la Lune

et des syzygies d'après le système IL II y est question du diamètre

apparent variable de la Lune, de la métbode cbaldéenne pour le

calcul delà latitude de la Lune, de données sur le commencement,

la durée et la lin des ténèbres, de la vitesse de la Lune, de la

durée des mois synodiques sous Ihypotlièse que chaque mois le

Soleil parcourt 3(>", etc.

Il y a une conclusion, puis un supjilt'menl relatif au calcul des

planètes d'après les Cbaldéens. \ ieuneut ensuite des photographies

de documents. R. Le Vavasseur.
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KUGLER ( Fra.\z-Xaver), s. j. — Stekxkindk i>d Sthrndienst in

Babel. Assyriologische, astronomische unH aslralmytologische Unter-

suchungen. I. Buch : Enlwicktung der babylonischen Planetenkunde
von ilireit Anfângen bis auf Christus. Mit ï\ keilinschriftlichen

Beilagen. i vol. iii-8 Jésus, xv-^.g-i pages, 1907. II. Biich : Natui\
Mythus und Gexcliichte ah Grunlagen babylonisclier Zeitordiiung

nebst eingehenden Untersuchiingen der alleren Sternkunde und
Météorologie. 1. Teil. Mit zwei Figuren Tafeln. i vol. in-8 Jésus,

xv-'2oo pages, 1909. il. Teil. I. Heft. 1 vol. in-8 jésus, iv. aoi-Sao pages,

1912. — Ergânzungen zum ersten unti zweiten Bnch. I. Teil : I.-VIII.

Abhandiung uber Astronomie nebst Astralniythologie und Chrono-
logie der àlteren, Zeit. 1 vol. in-8 jésus, vii-140 pages, 1913. — Miinster

in Westfalen Aschendorff.

I. Bucii. 1907.

Il s'agil lie recherches et d'études sur l'Astronomie dans lanti-

quité. Après une Introduclion, où lAuleur analyse le caractère

astrologique de l'antique astronomie babylonienne, il divise son

Livre en trois l^arlies. Dans la première l^artie, il étudie la désigna-

tion et Tordre des planètes (Lune, Soleil, Jupiter, Vénus, Saturne,

Mercure, Mars), leurs noms, leurs trajectoires apparentes; les

coordonnées astronomiques; l'oiientation d'après les étoiles nor-

males dont il cherche la position dans les 12 constellations du

zodiaque; il fait une esquisse de l'école astronomique babylo-

nienne, avec ses 5 planètes (Jupiter, Vénus, Mercure, Saturne et

Mars ), leurs principales apparitions et leurs positions sur I éclip-

tique; il s occupe des grandes ])ériodes des planètes, en parti-

culier comme moven de détermination des parcours sidéraux et

sjnodiques de chaque planète.

La deuxième Partie a Irait à des Tables d'observations et à des

éphémérides que l'Auteur interprète et traduit en langage astro-

nomique.

Dans |;i troisième Partie, il est question des prévisit)ns systéma-

ti(^ues des principales appariticjns des planètes. L Auteur étudie

d'abord des Tables ieiali\es à Juj)il<-r, les discute el les apprécie,

calcule d'après ces lablcs les durées des parcours sjnodicjues

movens de Jupiter et tire de l'une de ces Tables trois consé(|uences

iinpoitanles relatives aux longitude» île cette planète; l'une
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concerne le poinl zéro (l'origine) de l'écliptique babylonien;

l'antre est une comparaison des Tables babyloniennes de Jupiter

et de la Lune; enfin, la troisième concerne la position du point

vernal dans les Tables habyloniennes.

Il est question ensuite, [)ar exemple, de la durée des plus longs

jours, de la délermination babylonienne des équinoxes. Puis

l'Auteur étudie des Tables de Saturne, des Tables de Mercure, fait

le contrôle des positions données dans les deux Tables, étudie

enfin de même des Tables de V^énns.

11 y a un supplément où l'Auteur s'occupe successivement, par

c\emple. des permutations liypotbéliqwes des noms babyloniens

des planètes, des étoiles fixes dont le lever servait à déterminer le

début d'un mois, des constellations de l'écliptique.

Suivent un dictionnaire, un index astronomique, puis la repro-

duction des documents qui ont ser\i à l'édification du Livre.

II. Bncn. — I. Teil. 1909.

[j' Auteur s'occupe ici des fontlements astronomiques de la chro-

nologie babylonienne, qui offre (]uelques difficultés à établir

d'après le contenu astronomique des textes anciens (en parti-

culier des textes assyriens). L'Auteur aborde ensuite la discussion

de la question de la précession. Il s'agit de savoir si la précession

des équinoxes était alors connue.

La seconde l^artie contient des recherches d'Astronomie histo-

rique, une appréciation astronomique astrologique et pliilolo-

gi(|ue des œuvres an(àeunes (assyriennes et babvl(jnienes) ;
elle

commence par la solution du problème du « nombre de Platon »

[der Platonischen Zahl], son origine pri'tendue babylonienne,

son rapport avec la jjrécession des équinoxes; l'Auteui- s'occupe

ensuite de la véritable signification de certaines prétendues Tables

des longitudes de la Lune; puis de la position de la Lune par

rapport au Soleil avant, pend;int et après lopposition; il fait la

critique des rehitions assvriennes et babyloniennes sur les éclipses

de Lune et de Soleil, reclierclie les prédictions d'éclipsés de Lune,

cite les éclipses de Lune liabvioniennes les plus anciennes de

l'Almagesle, rapporte »t explique une relation d'un astronome

assyrien ;i son roi, revient sur les noms babyloniens des planètes,
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les noms des étoiles, cite et disciUe les apparitions de inéléores,

de prétendues transformations d'étoiles, des estimations babylo-

niennes des distances d'étoiles fixes, aborde les obserxations

météorologiques (arc-en-ciel, halo, pailiélie, orages, pluies remar-

quables). Ln supplément est consacré aux observations géolo-

giques, tremblements de terre, éruptions de minéraux, et à

diverses autres questions.

L'Auteur étudie ensuite la chionologie bal)> Ionienne. Une pre-

mière Partie envisage le coté religieux, elle a trait aux classes

hiérarchiques (h's anciens souverains babyloniens, à la royauté et

aux prêtres, au caractère tlivin des rois. Une deuxième Partie a

pour objet le calendrier, les diverses manières de compter l'année,

les noms des mois, leur suite, le nombre de jours contenu dans

cbaque mois, le coniniencemenl de l'année économique, la manière

de dater, la position des mois intercalaires ( Schaltmonals), la

détermination de plusieurs années intercalaires (bissextiles?), le

commencement et la durée des mois. Tannée des alFaires (année

commerciale, Geschâftsjahr), etc.

II. Bien. — II. Teh.. — I. Hkft, igfî.

Dans ce Livre, l'Auteur revient à la chronologie, à la fixation

rigoureuse de l'ordre des mois, et à celle des mois intercalaires;

puis il s'occupe de la chronologie sous la première dynastie de

Babylone, qui comprend onze rois: du commencement de l'année,

des noms des mois, de leur ordre, du nombre de jours qu'ils

contiennent; démontre qu'il n'existait j)as de règle d'intercalation

(Schallregel), et indique la durée movenne de chaque mois. Il

revient sur l'époque de la première dynastie de Babylone à propos

de la plus ancienne Table de\ énus, il discute l'époque des obser-

vations de Vénus contenues dans certains documents qu'il appelle

A et 13, et qu'il étudie avec grands détails, vérifie la détermi-

nation qu'il a laite plus haut de répocjue de la première dynastie,

donne les durées des règnes de ses onze rois, etc. In supplément

a trait aux mesures babyloniennes des distiinces dc^^ étoiles fixes

au temps de la première dvnastie.
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Ergànzungen ziim ersten and zweiteii Bach.

1. Teil. i-viii. 1913.

Il s'agit d aijorci de lancleniie topographie babylonienne des

étoiles du ciel, c esl-à-dire diine nou\elIe délei mination des cons-

tellations babA'Ioniennes dans leurs ra|)porls les unes avec les

autres et avec le Soleil, des levers des astres, de leurs culmina-

tiot)s, de la manière dont les Babyloniens groupaient les étoiles.

Puis l'Auteur revient sur les mesures babyloniennes des dis-

tances des étoiles fixes: il s'occupe d'un relevé schématique des

apparitions de la Lune, donne la véritable signification de pré-

tendues Tables de longiiude de la Lune, critique les plus récentes

recherches destinées à démontrer une astronomie très développée

dans l'antique Babylone, le nombie des jours de chaque mois

d'après Weidner. la prétendue exactitude de la détermination

de l'équinoxe de printemps à l'époque babylonienne ancienne, et

indique les preuves de l'absence d'une astronomie scientifique

avant le viii'' siècle de lère chrétienne.

R. Le \ AVASSELR.

KUGLlilR ('F.-X. I. s J. — Im Bvnnkkeis B abels. Panbabylonistische

Konstructionen und Religionsgeschichtliche Tatsachen. Mit 7 Abbii-

dungen. t vol. in-8, \x-r66 piges. Munster i W., Aschendorff; 1910.

Dans une longue Préface, l'Auteur se défend contre les critiq^ues.

Le Livre semble d'ailleurs tout entier consacré à ce but. L'auteur

y parle d'abord de la « formule » panbabylonienne de Wincklér

(orientaliste berlinois), des hypothèses ethnologiques erronées de

Wincler, de l'ancien calendrier mexicain et son archétype baby-

lonien, des fêtes de la nouvelle année babylonienne etdes jeux de

gladiateurs, des saturnales, du carnaval et même du combat de

David et de Goliath, des processions en l'honneur de Jupiter (la

planète), etc. Viennent ensuite, toujours à propos de \\ incler,

des considérations sur la division harmonique du monde, les

régions célestes de l'eau, de la terre et de l'air, sur la Lune, le

Soleil et Vénus d.ins la mythobjgie babylonienne, trinité particu-

lièrement importante, sur le rôle des quatre planètes .Jupiter.
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Mars, Mercure el Salurne, sur les révélations diviiicsaslrales, puis

sur le calendrier, lu précession, l'âge de la Terre, les prétendus

changements de noms des planètes, riiarmonie des événements

terrestres et célestes, sur Babylone comme la vraie patrie des con-

naissances aslronoaii(|ues, et des idées astrologiques et mytholo-

giques des anciens j)eu|)les cnhivés. Il y a une conclusion où il est

questi(in de LtiiisIX, héros du soleil (roi Soleil) dans le sens

babylonien; puis viennent des iSoles sur le calendricvr mexicain,

l'hypothétique âge de la Terre, et enfin un index.

\\ . Lf, \ A v vssi'.Di; .

HÔLDER (Otto). — Hn: Aritiimktik in strkngkr ni:(;Ki'"Ni)iN(;. l'm-

grammabliandluriiç der pliilosophischen Fakuitiil zii l>eipzig. i vol. \n-.\.

iv-74 pages. Leipzig. B.-G. Teiihiier; 1914-

Cette brocluu'c esl lu icproduclion de leçons faites à dv^ élii-

diants. Ces leçons nOnt pas la prétention d'être absolument

originales. Cependant, en quelques points, elles diffèrent des

Ouvrages |)iibliés précédemment sur le sujet. C'est sur ces points

quel Auteur insiste principalement dans sa broc hure, et c'est sur

ces points aussi que nous insisternns nous-méme dans ce compte

rendu.

Une idée générale v [)réside, à savoir que rAritlimélif|ue e>t

une science ayant un objet bien déterminé : le nombre ; et non pas

une de ces théories générales bâties récemment, relatives à des

objets qu'on ne définit pas et à des modes de composition de ces

objets (même m Ton appelle ces modo de ('()in|tosit ion : addition

multiplication, etc.) sur lesfpiels on ne dit (ju une chose, à savoir

qu ils satisfont à certains axiomes ou postulats. L'Arithmétique,

dit M. Holder, préexiste à ces théories, ncii cpic par h' fait (pu-

dans ces théories on considère des suites d' opérations qui doivent

être comptées. C'est, au fond, la thèse que Poincaré a soutenue

contre les logisliciens.

l*eu!-oM foiidi-r I \iithmèli(|U(' Mir la mesure des grandeurs ?

()iii, il n y a (jii à reprendre les définitions données dans les cours

élémentaires sur les giandeui-s dont on a iléfini l'égalité et l'addi-
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tîon. Mais il faut : i" taire bien attention à ne rien céder à l'intui-

tion el accepter les axiomes nécessaires; 2" montrer que les calculs

avec les nombres ainsi définis ne conduisent pas à des contradic-

tions. Cette dernière condition nécessite la construction fl'une

Arithmétique pare, qui, ainsi, ne peut être évitée. Cette Arith-

métique pure commence naturellement par la théorie du nombre

entier ; c'est cette théorie qui fait Tobjet de la seconde Partie de

la brochure de M. Holder. Elle vest traitée de la façon qu'on peut

dire classique maintenant, d'après Helmholtz, Grassmann, Stolz,

Husserl, etc.

Peut-on. en \ritlimélique pure, se borner à la considération

du nombre ordinal, comme le dit Gras-;mann ; ou bien, au con-

traire, l'introduction du nombre cardinal y est-elle indispen-

sable ?

M.H«jlder tient pour la seconde de ces opinions. D'ailleurs, pour

lui, l'introduction du nombre cardinal ne nécessite aucun nouveau

postulat. La définition du nombre cardinal se donne de la façon

suivante : Soit un ensemble d'objets ; on les range dans un certain

ordre; on fait correspondre le premier de ces objets au nombre

ordinal i, le suivant au nombre ordinal 2, etc. (les notions expri-

mées par les mots premier et suivant ont été admises dans la

définition du nombre ordinal). Le nombre ordinal auquel corres-

pond le dernier objet est le nombre cardinal de ces objets. Reste

à montrer que si ces objets étaient rangés dans un ordre difTérent.

on aboutirait au même nombre. Pour démontrer cela, il faut savoir

à quoi l'on reconnaîtra que deux collections sont composées des

mêmes objets, rangés dans un ordre différent. C'est là le nœud
de la question. M. Holder donne la définition ordinaire, à savoir :

On dit que deux collections sont composées des mêmes objets si

l'on peut établir entre leurs éléments respectifs une correspon-

dance telle qu'à chaque élément de la première corresponde un

élément et un seul de la seconde, et qu'à chaque élément de la

seconde corresponde un élément et un seul de la première : deux

objets se coi-respondant ainsi étant dits identiques.

La différence entre les deux théories ne me paraît qu'une

aU'aire de mots. Du moment qu'on définit mathématiquement :

i" le nombre cardinal des objets dun ensemble ordonné ;
2" ce

qu'on appelle deux ensembles composés des mêmes objets, mais
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ordonnés différemment, il est bien évident qu'on pourra démontrer

que ces deux ensembles ont le même nombre cardinal d'objets.

Il est bien certain, d ailleurs, que la considération d'un tel nombre

est utile, même en Arithmétique pure; on m iait iisa*;f, par

exemple, comuic le rappelle M. Holder, pour iléuu)nlrer que la

suite des clii lires delà réduction eu décimales dune fraction est

périodique.

Mais est-ce là le vrai nombre cardinal ? Il semble plutôt (pic \r

vrai nombre cardinal s introduise de la façon suivante : On prend

des objets, on les compte comme il vient dèlrc dit, puis on les

met dans un sac, on les brouille, on les sort du sac et on les

recompte. Trouvera-t-on le même nombre ?

Si 1 on admet qu il en est ainsi, on peut parler du uoud)re car-

dinal de ces objets : mais c est cela qui est indémontrable luathé-

matiquemenl, car ce n'est pas un fait mathématique; et d ailleurs

c'est inutile à TArithmélique pure.

L'Auteur donne les définitions des trois preunèro (qjérations :

addition, soustractiim. multiplication, et la démonstration fie la

commutalivité. tie 1 assocuitivilé, etc. Ces démonstrations, faites

d abord pour les nombres ordinaux, sont reprises pour les nombres

cardinaux, d'une façon peut-être un peu longue.

La troisième Partie traite des fractions. Elles sont introibiiles

en sui\ant une idée de Weierstrass, développée |)ar E. Kossjick

dans un Programmabliandlung publié en 18-2.

La quatrième Partie traite des nombres irrationnels. Ils sont

définis par une coupure, d'après Dedekind, suivant la méthode

bien connue eu France depuis l'exposé de J. Tannery.

La ciuquièuie Partu" traite (\vs uouil)res négatifs. Ils sont delinis

(h' la façon suivante : On considère des systèmes de deux nombres

(positifs^ {a, b). Deux systèuics (a, h) et (
«', 0) sont dits ôqai-

K'alenls lorsque a -\- b' := a -\-b ; d'où une foruie canonique pour

un système, à savoir ( //<, o ) û ii^b et ( o, m) si a << b. Ceci posé,

le système! a//, o) |)eul être identifié. cr)nime on le voit facileuient,

avec le luuubre ordinaire |»o^llll on nul ///. <'t le svstème ( o, m)
ot un nouvel èlêinenl cpi on iippidlera un noinltre nègatil. et

(pi ou désignera |)ar — m ;
etc.

Pour tous ces nombres. IVactionuaiiCN. niai lonneU, nêgaliU. la

ihcorio est poussée ju>([u au m<~'ine point (pie poiii- lo entier^,
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cest-à-dire ju>qu'après la démonslralion des lois de commulali-

vité, d'associalivité. etc., des trois premières opérations.

Enfin la sixième Partie contient des considérations relatives à

la mesure d'une grandeur, au changement d'unité, etc.

E. (^AHE>'.

SA^"DE\ «H. VON). — Praktische Analysis. Mit 'i<» Abbildungen in Text.

{Handbuch der ans^ewandten Mathematik) herausgegeben von H.-E.

TtMERDiNG. 1 ). I vol. in-8. xix-iSj page?. Leipzig und Berlin, B.-G.

Teubner; 1914-

L'extraordinaire développement pris, dans la période contem-

poraine, par les mathématiques pures, a fait de plus en plus sentir

le besoin d'extraire de leur domaine, pour les exposer à part,

celles de leurs parties que le physicien, le mécanicien, et. plus

généralement, le technicien, peuvent avoir à utiliser d'une façon

courante et qu'il ne leur est pas toujours facile de discerner de

façon suffisamment nette au milieu du riclie ensemble de théories

que leur offrent les Ouvrages écrits par les purs malhémali-

ciens.

De là, déjà, diverses publications faites à leur intention comme
celles qui composent la Bibliothèque de Mathématiques appli-

quées, dirigée par M. d'Ocagne, au sein de \ Encyclopédie scien-

tifique qu'a fondée le D"" Toulouse à la librairie Doin

.

C'est une cnllectinn du même genre que, sous le titre général

de Handbuch der angewandten Mathematik^ vient d'entre-

prendre la maison Teubner. qui en a confié la direction à M. H.-E.

Timerding.

Le premier \ olume de cette collection, dû à M. H. von Sanden,

privatdozent à l'Université de Giittingen. comprend, sous le

titre de Praktische Analysis, lexposé des principales méthodes

de calcul numérique ou graphique. Il s'agit toutefois de préciser

ce dernier point; les méthodes graphiques envisagées par l'auteur

sont celles que I usage, généralement adopté en France, fait

classer dans le calcul par trait, cest-à-dire qui exigent, |)Our

chaque calcul particulier, l'exécution d'une épure spéciale, (^uant

Bull, des Sciences mat/tém., 2' série, t. XLIII. (Mai «919.) 10
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aux mélhodes grapliifjues. fondées sur l'emploi de systèmes cotés,

figurés de façon permanente sur des nomogrammes. et qui consli-

tueiit dans leur ensemble la Nomographie, 1 Auteur n'eu donne,

au Chapitre I, qu uu très léger aperçu propre seuleuienl à signaler

leur existence, se contentant de renvoyer, pour leur détail, aux

publications de M. d'Ocagne. \ oici, au reste, ce qu'il dit à ce

sujet dans sa Préface (p. xvi) : « ... Lm den Umfang des Bûches

moglichst zu beschrànken. ist aucli die Nomographie, dièses

intéressante Sonderkapitel der graphisclien Melhoden. mur flù-

chlig gesireift. Es sieht in den Arbeiten von d'Ocagne hierùber

ausreichend Lilteratur zur Verfiigung. »

Après un premier Clia|)itre de généralités permettant au lecteur

de se faire une idée des ressources dont peut, pour sa besogne,

disposer le calculateur moderne, lAiiteur consacre le Chapitre II

d'abord aux règles à calcul, dont il esquisse une théorie générale,

et plus particulièrement aux règles à échelles logarithmiques qui

restent un des instruments les plus courants de la pratique du

calcul, puis au\ machines à calcul dont (écrivant pour des lec-

teurs allemands) il se borne à décrire les Ivpes les plus répandus

en Allemagne : la machine de Biirkhardt (où Ion peut reconnaître

une sorte de succédanée de celle de Thomas, de Colmar, bien

connue clu-z nous sous le nom à'Aritliniomètre ) et la Millio-

naire^ construite d a|)rès les plans de O. Steiger par la maison

Egli, de Zurich, dans laquelle, au moven d un dispositif diflérenl,

se trouve appliqué l'ingénieux principe imaginé et réalisé pour la

première fois par Léon Bollét; dans la curieuse machine (œuvre

d'un jeune homme alors âgé de i8 ans) qui émerveilla tous les

spécialistes à rExposilion universelle de Paris, en 1889 (').

Avec le Chapitre 111 s'ouvre l'étude des fonctions entières et

rationnelles. Les calculs qui s'j rapportent sont présentés avec la

disposition spéciale due à Horner, d'où dérive un premier |»ro-

cédé de résolution des équations algébriques précisé sur un

exemple numémpie relatif au cinquième degré. La représentation

grapliicpip des fonctions algébritpies et entières est ensuite indi-

quée au moven île la lianslormation par l'abscisse due à Segner,

(') \'oir à ce siijfl Le Calcul sini/dijié par les jnocédés mécaniques et gra-

phiques, de M. d'Ocagne, a* édition, p. 71 el 77.
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el la résolulioii ^rii[>l)i(|iio des éqiialious alj^ébriqucs par la niélliode

de Lill.

La queslion, capitale pour les applications techniques, de 1 exlra-

polalion et de l'interpolation dans les fonctions algébriques et

entières est traitée avec grand soin dans le Chapitre IV, puis

reprise au Chapitre V pour les fonctions quelconques avec appli-

cation à la diftérenljation et à l'intégration numériques.

Les quadratures mécaniques, y compris la méthode de Gauss,

sont sobrement traitées au Chapitre VI. Il s'agit, bien entendu,

ici, des intégrations eflectuées au moyen des valeurs d'un certain

nombre d'ordonnées mesurées sur la courbe représentative de la

fonction à intégrer, non des instruments
(
planimètres, intégro-

mètres^ intégraphes) propres à faire connaître les intégrales cher-

chées par l'intervention de cerlains mécanismes, instruments pour

lesquels l'auteur renvoie aux Ouvrages spéciaux.

L'intégration el la dilïerentiation graphiques font l'objet du

Chapitre VII. Sur ce point, l'auteur se borne à faire connaître

des tracés expéditifs, suffisants dans la plupart des cas de la [)ra-

tique, en sinspirant des travaux de Massau, mais sans pousser

l'approximation jusqu'au point que permettent d'atteindre les

méthodes du savant belge. Le tracé qu'il indique (p. go) pour la

construction d'un polygone circonscrit à la' courbe intégrale est

bien, au fond, celui de iMassau, à cette différence près qu'il y
suppose les centres d'abscisse moyenne simplement déterminés à

vue et sans avoir recours aux arcs de cubiques tangents utilisés

par Massau.

l^e Chapitre VIU, un des plus importants de l'Ouvrage, inspiré

des travaux de Runge, est consacré à l'approximation analytique

des fonctions empiriques, et notamment à l'Analyse harmonique.

Le Chapitre IX contient un rapide aperçu des méthodes utili-

sables pour la résolution des systèmes d'équations linéaires et

l'application de la méthode des moindres carrés, et s'étend davan-

tage sur la résolution des équations algébriques par la méthode de

Graeff, la méthode d'itération de Newton applicable aux équations

transcendantes el son extension aux systèmes d'équations non

linéaires.

Les Chapitres X et XI, relatifs à l'intégration numéri(pie el

graphique des équations dillerentielles ordinaires respectivement



1-24 PREMIÈRE PAUTIE.

du premier ordre et d'ordre supérieur, fournissent un exposé très

net en même temps que très succinct des méthodes développées

par M. Runge, qui utilisent, en ce qui concerne la partie gra-

phique, la notion des lignes isoclines introduite par Massau.

Ph. du Plessis.

MELANGES

LA SÉRIE

II I II I ' ' _ ' ' ' '

') 7 II i3 17 19 9.9 3 1 4' 4-i 39 61

OU LES DÉNOMINATEURS SONT « NOMBRES PREMIERS JUMEAUX »

EST CONVERGENTE OU FINIE

( suite et Jin ) ;

Par M. ViGGO BRUN.

Écrivons maintenant la formule (G) d'une autre manière :

V -+. ,r
f
ï,„+, - S,„+o -^ . . . in v,

J
-f- R.

Nous connaissons la valeur de la première parenthèse sous

forme de produit. La deuxième parenthèse est composée d'une

série de termes décroissants, quand

s < m.

Alors nous pouvons écrire

F'(i,a», 3, J, ..., pn) -'^ ('""
^) (

'—
• •

(
' y) +-'^'S,„+iH- R.

Oc rinéoalit*'

4-... H 1- - hr --...>.«,
Pr '> \ i /

—
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où log désigne le logarithme népérien, on déduit

0-l)(.-?)-f.-,^)<-

D'après la formule de Stirling, on a

" [7) >{-)
d'où l'on tire

(m -^\)

5'"+'
. / 3.

Sm+i

<

. .: . ... < (
-—

-^ )

Nous pouvons alors écrire

/ 3 5 \ '"+'
(o) P(i, X, 3. i, . . ., p„ ) < a:e-^-f-r -^(9.r)'»+'.

\ «t -4- I /

Choisissons maintenant les nombres m et r d'une manière con-

venable, en prenant garde que les conditions suivantes soient

remplies :

C'est toujours le cas pour x > Xq, x^ étant un nombre détermi-

nable, quand nous choisissons m et /* de manière que

rilog loga" < «i -+-
1 < iSlog loga?,

car, d'après une formule de Mertens. nous avons

""
3 5 7

'"'^
fr

d'où l'on tire que

loglog/>,.— I < - < log log/),.

pour tous les />,.>> p„. où p„ est un nombre déterminable.

jNous pouvons alors donner à la formule ( 9 ) la forme suivante :

P (i,x, 3, -},,.., p„) <: X- -f-.r
, , 1

^r»*'»f '»»•'

(log/),.)* * 12lo^ I<'g^/
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ou
Sx X 1

P(I, J^. >, 5 PnX -,
T.

-+-
,.,|,.,i„.^

-4- .ri,

OU

?S(»ti> pouvons alors déterininer un nombre / tellement i;rand

que

(«o) Pri,:r, 3. i ;,„,<-^__(IogIugr)î

pour tous les nombres x > j.

Désignons par Z(.r) le nombre des nombres premiers jumeaux

au-dessous de x. Ces nombres sont délerminables en employant le

crible de Merlin parmi les nombres impaiis. D'après la for-

mule (lo). nous obtenons alors

(il) Z (;?)<- -J IogIogJ7)«,
( loga" ji ^ '^

où A désigne une constante déterminable.

Etudions maintenant le théorème de Goldbach. Nous supposons

que le nombre ix peut s'écrire comme une somme de deux nom-

bres premiers de G{2X) manières. Nous employons le même

crible. L'efl'acement double des termes de la forme 1^ p/h se

réduit pourtant à un elTacement unique, si x est divisible par p,.

Alors s n'est plus le même que plus haut, quelques-uns des nomi-

nateurs étant i au lieu de 2.

Soit
.r = p* p? . . . n'i .

' a^ 'cil l rty

Nous obtenons alors la somme nouvelle

, 1 i I •?.

i )
' " "

/>„, f,^

I
\ I I , ^ /j ji^

_^ _|_
\

~
\/'„, i>,i.

'
' p,i^j " \'>

> P'j I

d'où
.?'> ill p,- Il p-,— c,

c t'tanl une consUinle.

Les deux dernières grandeurs de la formule (()) deviennent plus
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petites qu'auparavant. Alors nous pouvons les conserver sans

changer. Par contre, la grandeur x e~^ sera remplacée parj7e~^', où

'g/'v-

Mais, d'après nue formule de Tchebjcheff, nous savons que

X = />* o? . . .
p" > 2 . 3 . j . . . ihj > e''i''

,

• rt, ' II. ' "v

où 0? désigne une constante déterminable.

]Nous obtenons alors

loï.r
p-,

d

OU
'•S7'v<./' log logar,

y étant une constante, pour tous les x > •>.

On en déduit que

(12) Gi-ixX -—-—-{\og\o^xy,

h étant une constante déterminable.

Une conséquence immédiate de la formule (la) est que

.. C^cix) .

lui) — = (>,

.» = « n (-2^7)

c'est-k-dire que le rapport entre le nombre des décompositions

goldbachiennes de 2 x et le nombre des nombres premiers au-des-

sous de '2X a pour limite o quand x tend vers X).

Enfin, nous étudierons la somme des nombres premiers jumeaux

inverses. Nous nous servirons d'une méthode connue (' ), d'après

laquelle nous aurons

„3) z<„)..(2)^z(Çj-z(^)-._zrï)

où [«] désigne le plus grand nombre entier non supérieur à a.

(>) Voir par exemple : Gram, Det kangelige danske Videnskabernes selskabs

skrifter 6 raklce, 2 biad, p. 218.
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On déduil facilement la formule (i3) quand on dessine l'hyper-

bole y =1 - On suppose les deux séries continues aussi loin que

possible, c'est-à-dire jusqu'à

1 =
B] /V< '* < P\l+l^

p^ étant un nombre premier jumeau.

Nous savons que

2 [«1 > a pour [a] ^ i

et, a après la formule (i i), que

d'où l'on tire que

n / 1 I I I I \

2\5 j"^'! "5 " Pu.)

Mais puisque cp
1
—

)
est une fonction décroissante de f, non»

d'où l'on lire

III I

57 II I 5

1

'^
I

los; — I

, [ ( log lof; 5 l''-!- 2log log5 -r- ?. (loi( loi;/M-— > lo;; log/> -r- 2
"I

Nous en d«''(luis()us que la série

1 I I I I I I I

-H 1 1 -H \
., i___

5 7 11 11 17 Mj 2q 11

est convergente ou Unie.
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COMPIKS UKXDUS h: r ANALYSES.

I. BOUDIN ( E.-J). — Lkçons ue Gam;il dks probabilités faile> à IL iiiver-

siié fie Gand de 1846 à 1890, publiées avec des Notes et des Additions

par Paul Mansion, professeur à l'Université de Gatid, membre de

l'Académie royale de Belgique, etc. Gand, .Maison d'éditions et d'im-

pressions, anciennement Hoste et G": Paris, Gauthier-Villars et G".

1916. In-S" de XVI 3î4 pages.

II. .MANSION (Paul^. — Galcul des pkobabilités, sa portée objective et

ses principes. Ibidem, 1916. In-8" de 88 pages.

III. MANSION (Paul). — Slr la portée objective du Galcul des proba-

bilités. Ibidem, 191 G. In -8" de 32 pages.

I\. MA.NSION ( Paul ). — L'avantage du banquier au jeu de baccara,

191-2. lu- 12 de 8 pages.

I. (Extrait de la Préface.) E.-J. Boudin ( 1820-1893) a publié

quatre fois ses Leçons sur le Calcul des prol>abilités . par la voie

de rauloi;ra|)hie ( i8().5, i8-'j, 1886, 188.) ; environ i 3o pages in- ^"l,

uniquement pour les élèves de TLiiixersité de Gand. 11 n'a jamais

voulu les faire arriver à un public plus étendu par la voie de l'im-

pression : il trouvait lro|) peu développé Timportaut Chapitre

consacré aux moyennes dans la seconde Partie de l'Ouvrage et le

temps lui a toujours mancpié pour y faire les additions (pril aurait

voulu y introduire.

Ces Leçons., sous le Ciipporl do pnucijx's cl de I ordre de>

matières, sont supérieure aux meilleurs Manuels sur le même sujet.

Elles sont imprégnées des idées de Laplace et de l'oisson, avec

les correctifs nécessaires au point de\uc philosophique empruntés

à Cournot et à Hagen.

La nouvelle édition des Leçons accentue le caractère suhjectii

ou objectif des résultats du Calcul des probabilités et en rajeunit

toute la partie analvtique, en enfermant entre des limites précises

toutes les probabilités calculée> quand il >"agit de grands nombres.

I N iKODLc ri >>. — Probabihlè morale: elle est me>uiée par la

probabilité mathématique (démonstration de Laplace j. Addition l :

Bull . des Sciences malhém., 2' sérit, 1. \LI1I (Juin 1919.) 11
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Démonstration de Poisson. JSote 1 : Définition de la probabilité

mathématique, due à Peano; probabilité totale, probabilité com-

posée. Note II : Démonstration de la formule de Stirling; limites

nouvelles de F ( /i)
;
quotient de deux produits de fonctions gamma.

^ote III : Intégrale de Laplace enfermée entre deux limites pré-

cises.

Première Partie. — Chap. I : Probabilité d'un événement

simple. Addition II : Probabilité continue. Définition précise

permettant d'expliquer le célèbre paradoxe de Bertrand. — Chap. Il :

Probabilité d'un événement composé. — Chap. III : Probabilité

d'un événement qui peut arriver de plusieurs manières. Le pro-

blème de laiguille est minutieusement rattaché aux principes et

résolu par la méthode directe, puis par l'ingénieuse méthode de

Barbier. — Chap. 1\ : Des épreuves répétées. Comme application

nouvelle, un curieux problème de Peirce est résolu de cinq manières

difîerentes
;
puis viennent trois additions et une note. Addition III :

Probabilité des épreuves répétées où la probabilité des événements

simples varie à chaque épreuve. Addition IV : Forme donnée par

Laplace à la probabilité P d'un événement qui arrive au moins m fois

en a épreuves. Démonstration simple de l'équivalence des trois

formules de Laplace. \ aleur approchée de P en intégrale définie,

obtenue par l'emploi de la formule de Stirling. ^ote IV: Méthode

de la \ allée Poussin qui trouve autrement, et sans employer la

formule de Stirling, une valeur plus approchée de P. Addition V:

Théorème de Poisson sur l'invariabilité de la probabilité d'un

événement futur, lorsque les causes dont il dépend subissent des

modifications soustractives inconnues. Ce théorème est extrême-

ment utile pour calculer l'avantage du banquier dans certains jeux

où une partie se compose d'un grand nombre de coups successifs,

le trente et quarante, le baccara, etc.

Le Chapitre suivant, consacré au ihéorème de Bernoulli et à la

loi des grands nombres, renferme, de plus que les anciennes édi-

tions des Leçons, une démonstration complète de ces deux pro-

positions sous deux formes dillèrentes, non seulement comme
llièorèmo a>\ in|»l()ti(|iie.s pmir un iioiiibrc lutim. mais aussi pour

un nombre fini d'épreuves; de plus, on indi(pie comment la loi

de.s grands nombres peut se déduire rigoureusement du théorème
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de Bernoulli. Ces résultats constituent la partie centrale de la

nouvelle édition des Leçons. La Note V se rattache à ce Chapitre :

il j est prouvé que les courbes de probabilités binomiales ne

peuvent être considérées comme symétriques par rapport à leur

ordonnée maxima.

Les Chapitres VI et Vil traitent des probabilités incertaines, de

la probabilité des causes et des événements futurs déduits des

événements observés, yiddition VI : Application de la loi des grands

nombres à l'étude objective de ces questions. Notes VI et VII :

Démonstration de résultats approximatifs trouvés par Poisson,

mais insuffisamment démontrés par lui. Les formules finales

manquent d'élégance, sauf pour le théorème inverse de Bernoidli,

mais elles sont vraiment prouvées.

Seconde Partie. — La seconde Partie de Leçons de Boudin

traite des applications générales du Calcul des probabilités : les

jeux (espérance mathématique et espérai'ice morale); probabilités

de la vie humaine, rentes viagères et assurances; théorie des

moyennes et théorie des erreurs.

Les additions introduites dans le texte sont les suivantes, outre

diverses modifications de pure analyse : i° Problème de la ruine

du joueur quand il joue gros jeu contre un adversaire extrêmement

riche. 2** Application de la loi des grands nombres à la question

de la ruine du joueur. 3" Méthode d'Euler, première méthode de

Bertillon pour le calcul des Tables de survie ; formule de Makeham.

4" Calcul fie la quotité de vie par kilomètre carré et du coefficient

de vitalité dune nation. 5" Détermination de la précision des

observations dans le cas où il y a plusieurs paramètres.

Les notes et additions en dehors du texte sont les suivantes :

Addition VII : Comparaison de la méthode des moindres carrés

aux deux méthodes de Laplace. Méthode la plus sûre : réduire

toutes les équations données à la forme jx =^ a. — Chapitre supplé-

mentaire : Théorie purement algébrique des moindres carrés
; la

détermination des poids des observations n'a pas de valeur objec-

tive. Note VIII : Calcul de l'avantage du banquier au jeu de

baccara. Note LY : Démonstration siuiple du théorème de Laplace

relatif aux moyennes. Note .\ : ^()li(•e historique et critifjue sur

la théorie des çrreurs : De Tilly et Bertrand ont proux é cpiau fond
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Le;iOiiflrL', Laplacc. Gau^s, Hai;eii adnxlhiil la nit-iiK' loi dr pro-

haiiililé des erreurs accidentelles.

Les Leçons de Boudin se terminent par une collection de pro-

blèmes et par trois Tables numériqiit^s (valeurs de linléfîrale de

Laplace, Tables de survie et de population pour la Belgique ). Ces

Tables sont corrigées et mises à jour. Les solutions îles problèmes

ont été ajoutées au texte primitif des Leçons^ partiellement d'après

des notes de Boudin. Quelques-uns de ces problèmes sont très

difficiles. Dans un ])roblème supplémentaire, il v a une solution

nouvelle due à M. A. Demoulin, de la question dite de Makeliam.

L'Appendice sur la portée objective du Calcul des probabilités

est une seconde édition dun Discours prononcé en 1903, à TAca-

démle rovale de Belgique, avec quelques notes bibliograjihiques

nouvelles importantes.

Ln index al|)liabétique et une Table des matières terminent

1 Ou\ rage.

IL Extrait d<' l()u\rage précédent, dont il C(jn>titu(' la partir

la plus originale et la |)lus difficile. 11 contient les Notes 1, H, 111,

A III, 1\, X (partiellement), les Additions II, IV (partiellement),

la démonstration complète du théorème de BernouUi, puis l'Appen-

dice.

III. V|i|)('udi<c cvtraii de I ri 11. Concliisions : 1. Le calcul des

prol)al)ilité> a p(jiir objet des événements qui sont soumis à une

loi coin|)lr\r. résultante d'une loi |)rincipale, d'après laquelle cer-

tains rapports numériques sont constants, et de lois perturbatrices

>ec()nflairrs doiiiiaiil iiaiN>iincc à d(> faibles variations de ces rapports.

Dans I riudr {\r pareils, événements, on peut regarder comme
Irgiiimrs les résultats déduits de la loi des grands nombres, par

exeniplr. a la ^lali^lKpir moi'alr. aux |riix dr hasard, à l'èvoliitio-

iiixinr: mais non aux |iigenu'nts x-n matière civile ou cnminellr. ni

a la probabilité des (auses. 2. l'rincipe de l'accumulation îles

|)i(d»abililès indépendantes de Newman. Ce jirincipe, qui ne jx-ul

être Iradiiil rn iormule. sauf soii^ une forme svmbolicpie où entre

une foneiioii ineouniie. est la soiiice parfaitement légitime de nos

leriiiiides pialiipies. dans les sciences tpii rep<>s<'nt en dernière

anaKsc «.iii' le lenioi^nage, science^ de la iialiii<'. sciences hislo-

niMie-.
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l\ . Ol Opusciilf f'sl cle\cnu la Aole \'lll des Leçons. En voici

la conclusion : Le banquier, au jeu de baccara, n'est qu'un fripon

avoué, un \oleur, cl le poule, un sot, une dupe doni ou c>l couNcnii

de ne pas se nictqucr.

DUHEM (P ). - Le SvsTÈMF- nv Monde. Histoirk des Doctrines cosmo-

logiques itK Platon a Copernic, l. V. i voi. grand in-S, de J96 pages.

Paris, A. Hermann et fils: 1917.

Les Irois derniers Chapitres du Tome IV du monumental

Ouvrage du ti'ès regretté professeur de la Faculté des Sciences de

Bordeaux f '
) appartieuneut à la troisième Partie, c'est-à-dire à

celle dont le titre est La crue de fAristotélisme. Il en est de

même des dix Chapitres dont se compose le Tome V. Je ne peux

pas dire si le sujet sera épuisé avec ce volume. Les thèmes

traités dans ces nouveaux Chapitres résultent de leurs titres, qu'il

est bon de rapporter ici :

IV. Avicébron. — V. Scot Erigène et Avicébron. — VI. La

lv:d)bale. — VIL Moïse Maïmouide et ses disciples. — VIII. Les

premières infiltrations de l'Aristolélisme dans la Scolastique

latine. — IX. Guillaume d'Auvergne, Alexandre de Nah.-s et

Robert Grosse-Teste. — \. Les questions de Maître Pioger

Bacon. — XL Albert leGrand. — XIL Saint Thonnts d'Acjiiin. —
XIII. Siger de Brabant.

Les noms que nous rencontrons dans les pages que nous avons

sous les yeux eu grande partie n'appartiennent pas à des savants

de profession, mais à des théologiens ou des philosophes qui imt

été conduits, |>eut-èlre à contre-cœur, à s'occuper de la géométrie

et de la" mécani(pie de l'univers. Par conséquent, bon nombre des

(') Voir ce Butlelin v série t. \1^I. i" l'drtie, p. -.î^i-aSS. Nous nous permet-

tons une petite reinyfi|ue comme addition à ce compte rendu. Jacopo Itunili.

dont parle .M. Duliem (t IV. p arp. de son Ouvrage), est auteur d'un autre

travail (|ui a déjà été puMié; vcir en ell'et P. I^evelli, Il irattato dellii inaiea

di Jacopo Dondi. tiitrocluzione-Testo talino-Versione italiana-Appendice {liis'isla

geografica ita/ia/ta, annn \I\. mi-')-
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nao^es éciiles par M. Duhem ne doivent pas être analysées clans

une Revue, dans un Bulletin destiné aux seuls mathématiciens.

Toutefois, ceux qui aiment à suivre révolution de la pensée scien-

tifique à travers les siècles trouveront ici et là dans le Volume que

nous signalons des données et des recherches bien diirnes de fixer

l'.itlenlion : je vais le prouver par quelques exemples.

On a dit que .les rabbins qui se sont voués à la Kabbale ont

admis les hypothèses d'Aristarque de Samos. M. Duhem s'efforce

de prouver qu'il n'en est rien, car dans les astres et dans les cieux

ils n'ont cherchi'; que des symboles propres à iigurer leurs doctrines

théologiques et mystiques, et les formes vagues de leur langage

poétique ont seules permis qu'on les prît pour des précurseurs de

Copernic.

Lévi ben Gerson, que M. Duhem avait auparavant un peu

délaissé {voir ce Bulletin, t. XL, p. 281), est étudié à fond dans

le Volume que nous analysons. Malheureusement Vopus magnum,

au point de vue astronomique, de ce savant existe seulement dans

l'original, de manière que les conclusions auxquelles arrive

M. Duhem ont pour base, non une étude directe de cette grande

source, mais des résumés, dont le principal est tourni par

Ernest Renan, qui n'était nullement mathématicien. Il sensuit

que, entre l'appréciation extrêmement flatteuse du mérite de

Lévi donnée par plusieurs historiens, dont le plus récent est

M. Garlebach, et le jugement assez sévère de M. Duhem, il

est possible qu'on trouve un compromis, lorsqu'on sera en pos-

session d'un texte complet accessible même à ceux qui ne

connaissent pas la langue de Moïse; aujourd'hui et jusqu'alors la

(juestion doit se déclarer encore sub juilice. D'autres recherches

de l'histoire que nous analysons se rapportent au célèbre Witelo,

qui occupe une place marquée dans l'histoire de rO[)tique pour

son Ouvrage Perspectivœ libri decem; à ce savant on a attribué

un Liher de Intelligentis ; M. Duhem prouve par de solides

arguments que celte attribution est inadmissible.

Dans le \ tdume qui nous occupe, on rencontre encore Roger

liacon pour ses « Questions sur la Physique et la Métaphysique »,

Saint Thomas d'Aquln pour ses a Méditations relatives à la

matière et aux moteurs des cieux », et encore bon nombre d'autres

personnes qui, au cours du Moyen Age, s'efforcèrent île concilier
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les dosâmes chrétiens avec les conclusions auxquelles était arrivée

l'a science païenne. Alors l'Iiumanilé n'était nullement plongée

dans une invincible torpeur intellectuelle. M. Duhèm a le

grand mérite d'a\oir mis tout cela sous les jeux de ceux qui,

rebutés par la lectuie de terribles in-folio, préféraient pro-

clamer parfaitement inutile de faire de lourdes investigations

pour modifier une opinion qui paraissait au-dessus de toute dis-

cussion. Malheureusement le tableau qui nous est offert n'est

pas achevé, car la mort cruelle a fait tomber le pinceau de la main

robusie (|ui le maniait en maître consommé.

GlNO LoRiA.

FRENET ( F.).— Recueu. d'kxercicks sur le Calcul iNFiNrrÉsiMAL, septième

édition, avec un Appendice, par H. Lauuknt, et un Formulaire concer-

nant les fonctions elliptiques^ par R. de Mo.ntessus de Ballore. i vol.

gr. in-8, xiv-556 pages et 3o figures. Paris, Gautliier-V'illars et C"" ; 1917.

li'éloge du Livre excellent qui, depuis 60 ans, contribue dans

une large mesure à la formation scientifique de nos étudiants,

nVst plus à faire. Nous croyons, malgré cela, devoir consacrer

quelques lignes à celte nouvelle édition, qui accentue l'effort que

s'était imposé H. Laurent pour introduire les fonctions elliptiques

dès le début des études d'enseignement supérieur.

Le calcul intégral a été inventé pour résoudre des problèmes

pratiques, pour calculer des aires, des longueurs, des volumes,

des travaux de force; mais aux premiers pas que l'on fait dans ce

calcul on se heurte à un obstacle : l'intégration de différentielles

très simples, qui ne peut se faire qu'avec les fonctions elliptiques.

Pourquoi renvoyer à plus tard celte étude?

Le Livre de MM. Appell et Lacour a ouvert la voie. ComuK!

l'aspect de toute question est multiple, à son tour, M. de Montessus

a pu, dans un Ouvrage récent, à l'usage lui aussi des débutants,

exposer la question en faisant preuve, dans ce domaine, d'une'

personnalité que notre collaborateur, M. A. Bulil, a su metli'e en

relief ('). Dains l'un et l'autre de ces. Ouvrages, l'exposé a un

(') Bull, des Se. math., 1917, p. i<)<S.
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caraclère élônu'nlairc tout au moin.s dans les premiers Cliapitrcs.

car ces Livres siuil, dans leur genre, complets et lels que beaucoup

de nialhéniaticlens de profession seraient heureux d'en posséder,

présents à l'esprit, les principaux résultats.

Il est visible, d'ailleurs, (pie M. de Montessus s'est assez souvent

inspiré de l'Ouvrajie de MM. Appell et Lacour.

C'est donc une excellente idée qu'ont eue les éditeurs du Recueil

de Frenel, de demander à M. de Montessus de compléter cet

Ouviajie par un foiinulaire des fonctions elliptiques. Celui-ci, qui

ne comporte pas moins de i8 pages, eût peut-être paru cxcessit à

H. Laurent qui, outre les fonctions elliptiques, avait à traiter les

fonclinns ilc \ariables imaginaires. Les vues actuelles permettent

(le it-iii<l( I le formulaire de M. de Montessus comme un juste

niiliiii entre li' minimum qui j)ouvait être ado])té il \ a >o ans

et ce (Mienseignent les grands Ouvrages lels que celui d Halphen.

]Non que la nu-moire doive être chargée de tout cet ensemble : ce

conq)lément a |)récisément pour but de fa( ililei- les lecherches qui

s'imposent sou\ent dans ce genre de questions et de suppléer aux

défaillances, très excusables, que la mémoire peut présenter.

On sait coudîien ont été flottantes, jusqu'ici, les notations (pii

concernent les fonctions elliptiques. M. de Montessus a cherché à

les uniformiser, en s inspirant des travaux les plus remarquables

publiés sur ce sujet : il a d'ailleurs ra|)pclé les notations des |)rin-

eipaiix auteurs, en particulier celles de Jacobi. ^^ eierstrass, Ilei-

niite, Jordan.

Ce ne sera peut-être pas son moindre mérite (.pie d avoir mis

quelque ordre dans les notations de cette branche importante

de l'Analvse et d'avoir ainsi contiibue à en laedilei I accès aux

(l('' but an! s.

En. L. .

SGHCENFLIES (A.). — Entwickei.ing der mk.ngelehre lnd uirek

ANWENDL'NGEN. i" Partie : .\lgemeine théorie der niieiidliclien Mengen

iind llieorie der l'iinklmengen. i vol. in-8, ;{88 pages. I.cipzig, Teubner:

1913.

La théorie des ensembles, foiulée par G. Canloi", il \ a plus de

3o ans, a pris, depuis plusieurs années, une miporlaiice indéniable
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m Mallu-matiques. Bon iioinlue «le matliéiiiiilicieiis soiil venus

apporter leur cotilribution à lœuvre de G. Cantor. En France, les

recherches de M. G. Jordan, les leçons et les travanx de MM. E.

Borel, R. Baire et H. Lebesgue ont largement contribué à répandre

cette théorie, de sorte qu'à l'heure actuelle on ne peut plus con-

tester ni sa portée philosophique, ni le rôle (inelle doit tenir dans

l'exposition des principes de lAnalvse. Il s'agit moins, en elfe L

dnn corps de doctrine isolé que d'une méthode générale dont

riritliieiice se fail seîitirdms les diverses branches des Mathéma-

tiques el dont les ressources conlribuent largement à leurs dé-

veloppemenls. M. Schd'ullies s'est proposé, ici, de faire un

exposé complet du <lé\eloppemenl de la ihé'irie des ensembles.

Bien entendu, l'histoire et la bibliographie du sujet v tiennent

une certaine place ; elles constituent la base même d un tel

exposé. Mais il j a beaucoup plus dans le Livre de M. Schœn-

flies. Le lecteur y liouvera clairement exposées les définitions et

les idées essentielles, il pourra en suivre le développement et se

reporter, s'il le désire, aux Mémoires originaux et aux Ouvrages

dont les indications abondent: il sera à même, et c'est je ciois le

désir de l'Auteur, d'apprendre la théorie elle-même dans son

Livre. Aussi, M. Schœnllies en a-t-il démontré toutes les proposi-

tions principales ; il l'a fait avec clarté, concision el élégance. La

plupart des (Chapitres s'ouvrent par un exposé historique et cri-

tique de la question qui v sera traitée. L'Auteur montre ensuite

l'enchaînement et l'importance relative des propositions qu il

expose et il a soin d'indiquer le point exact où est parvenue la

théorie el les lacunes où elles subsistent, ('/est par toutes ces

qualités, par la richesse et l'abondance de la documentation, que

son Livre ne peut manquer d'être remarqué el de rendre de grands

et très réels services.

Il est divisé en deux Paities : La théorie générale des ensembles

infinis, la théorie des ensembles de points.

1. La première notion qui se rencontre à la base de la théorie

des ensembles transfinis est celle de puissance ou de noinOre

cardinal. Pour un ensemble fini, la puissance coïncide avec le

nombie cardinal au sens ordinaire de ce mot; la suite des nombres

entiers a une puissance représentée par le symbole « nleph » zéro :
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^îo. On définit pour ces puissances le sens des svmboles

a =^ b. o <:^ h, a ^ b:

l'une de ces lelttlions excluant les deux autres. Mais il n'est pas

prouvé que les nombres cardinaux aient nécessairement le carac-

tère des grandeurs. On établit, c'est là le ibéorème de _\OI. Sclirœ-

der et Bernstein, que deux ensembles sont équivalents si chacun

(Teux est équivalent à une partie de Vautre. Alors, de tout

ensemble transfini, il est possible d'extraire un ensemble partiel

dénombrable et, par suite, 5^0 est le plus petit des nombres cardi-

naux transfînis.

Suivant les définitions données par G. Canlor, les opérations

sur ces nombres et leurs propriétés prennent un sens très clair.

L'une d'entre elles, \exponentiation ( Potenz). joue un rôle im-

portant; à cette notion généralisée se rattachent les travaux de

F. Hausdorfl' sur les types d'ordre.

Parmi tous les nombres cardinaux Iransfinis, il en est un plus*

petit que tous les autres, J^o- qui désigne la puissance des

ensembles dénombrables. Ces ensembles ont une importance

particulière en Mathématiques. Aussi, l'Auteur, après en avoir

donné plusieurs exemples, ensemble de tous les nombres ration-

nels, algébriques, ensemble de tous les points de l'espace à coor-

données algébriques, ré.-îume-t-il les piincipaux résultats qui

concernent la notion de dénombrabililé. On |)eut les traduire par

les formules suiVHiiles :

n étant un entier quelconque.

Un ensemble continu de nombres a une puissance supérieure

à 5<o; nous arrivons ainsi à la notion de puissance C du continu.

Tout un Chapitre est consacré aux ensembles non dénombrables

tels (|iie continu à une dimension, nombres irrationnels, nombres

transcendants compris dans un intervalle donné; continu à plusieurs

dimensions et à une infinilé dénombrable de dimensions ;
ensemble

des fonctions d'une variable réelle, des fonctions analuiques, etc.

i.H tbécjrie des ensembles simplement ordonnés aj>porle alors la

notion nouvelle de type d'ordre. Dans de tels ensembles, les élé-

ments sont rangés dans un certain ordre de telle sorte que, de deux
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éléments de l'ensemble, lun précède lautie. a <; 6 et que les con-

ditions a •< 6, l< <i c entraînent a<^c. On arrive ainsi à la notion

d'ensembles semblables, c'est-à-dire qui se correspondent de

telle façon que les éléments de l'un soient rangés dans le même

ordre que les éléments correspondants de l'autre. Deux ensembles

semblables à un mèine troisième sont semblables entre eux. On
est donc amené à envisager tous les ensembles semblables à un

ensemble donné comme j)ossédant un caractère commun. Il

résulte de la considération des ensembles ordonnés semblables

comme la notion de nombre cardinal est résultée de la notion

d'ensembles équivalents. C'est la notion de type d'ordre. Si

dans un type d'ordre on fait abstraction de la succession des

éléments, on obtient le nombre cardinal de l'ensemble. Le plus

simple des types d'ordre des ensembles infinis est celui de la

suite des entiers positifs, dans l'ordre naturel.

I, 2, 3, . . . , n, ... ;

on 1 appelle le t\pe d'ordre oj; l'ensemble

. . . , n, . . . , 3, 2, I

est dit l'inverse du précédent, son type d'ordre est *w. On définit

facilement les opérations élémentaires sur les tvpes d'ordre et leurs

propriétés; ces opérations ne sont pas coniiuutatives. Si M est un

ensemble ordonné, toute partie de M est un ensemble ordonné. On
considère alors les jjarlies de M qui sont, soit du type d'ordre a>,

soit du type d'ordre inverse *oj. Les premières constiluent les séries

fondamentales du premier ordre ascendantes contenues dans M
;

les secondes, les séries fondamentales descendantes. A cette

notion se rattachent celles de séries fondamentales liées et d'élément

limite ou principal. Un ensemble ordonné dont tous les éléments

sont principaux est dense en soi: un ensemble tel (jue toute série

fondamentale y possède un élément limite esl Jermé ; un ensemble

à la fois fermé et densf en soi est parjait. On peut alors définir

le tvpe d'ordre de l'ensemblt' des nombres rationnels et du continu

linéaire et donner les propriétés cpii caractérisent ces types d'ordre.

Parmi les ensembles ordonnés, il y a lieu d'étudier spécialement

les ensembles bien ordonnés, pour lesquels tout ensemble partiel

a un premier élément, et leurs propriétés essentielles. En désignant
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par sei^nwnt d'un ensenihle. relatif à un élément de cet ensemble,

lensetnhle des t'Iéments qui le précèdent, la proposition londa-

inentale de la théorie des ensembles bien ordonnés consiste en ce

que étant donnés deux ensembles bien ordonnés, ou bien ils sont

semblable-^, (tu bien lun est semblable à un segment déterminé de

l autre. A tout ensemble bien ordonné correspond alors un tA'pe

d'ordre ou un .nombre ordinal {Ordnuîigszahl). Ces nombres

possèdent le caractère des grandeurs. Parmi les nombres ordinaux,

au sens général qui précède, figurent les entiers positifs. Ils forment,

avec le nombre zi'ro. la classe I. Les nombres ordinaux, des en-

sembles bien ordonnés dénombrables, qui viennent immédiatement

après les entiers positifs sont dits constituer la classe II. Ces

nombres se divisent en nombres de première ou de seconde espèce

suivant qu'ils ont ou non un précédent immédiat ; w est de seconde

espèce. Après (o. le plus petit des nombres Iransfinis, viennent

(où V est un entier positif). Cette suite de nondjres de première

espèce admet un élément-limite (nombre de seconde espèce) fo x 2.

Viennent ensuite les nombres

( w >< !) -^ \ . f' (O X •;>. )
-^ '2 I (O X V 1 — V . ....

puis o) X 3, et ainsi de suite.

Par application de la multiplication tb-s tv[)es, en représen-

tant pcir '.)'-
I ('Irmeiil-I imite de la suite

(o X I , tM X. 1^ .... w X V. ....

d'une façon générale par (<?, le produit de /. fai tenrs égaux à (o,

on est conduit à définir des nombres ordinaux représentés jiar

des polvnomes en (o.

Dans Tensemble de ces nombres, on f(M"me la série fondamen-

tale

w <; oj- <; (0-* <c • . . <i (•)' <c . .

.

dont le nombre-limite est désigné jjar (-)"'. D'une nianière générale.

51 Ton considère la suite de nombres

où les v.,i ««•m eoiiiMi-> ainsi que le inuiibie \\\\iv.„, cette suite a



COMPTES RENDUS ET ANALYSES. i4i

pour nombre limite w'""*". Nous arrivons ainsi aux nombres de la

forme toi', où v est un nombre fini ou transfiui. Ces expressions

jouissent des propriétés de 1 exponentielle. On arrive ainsi aux

nouibres de la forme (w^x A)-!-a, A étant un entier et a un

nombre transfîni inférieur à to'- . Après tous ces nombres vient le

nombre (o"' X w ouu)'>'+'. On définit ainsi oj**, w'" , ...; L'ensemble

des nombres de la classe 11 a une puissance sujjérieure à celle du

dénombrable. On la désigne p.ir ^,. Au |ioint de vue théorique, il

est loisible d'envisager la l'ornialion d ensembles bien ordonnés non

dénonibrables et parallèlement la définition de nombres transfinis

de plus en plus grands. Le nombre qui suit immédiatement ceux

de la classe II est le premier de la classe III, on le désigne par Q.

Dans cet ordre d'idées entrent les travaux de MM. G. Hessenberg

et E. .lacobsthal qui étubiissenl les pro|)iiétés des nombres ordi-

naux indépendamment de la façon dont ces nombres ont été sup-

posés engendrés. La question de savoir si tout ensemble peut être

mis sous la forme dun ensemble bien ordonné avait été déjà

abordée par G. Cantor. L'Auteur a exposé, à ce sujet, les travaux

de M. E. Zermelo. La théorie des fonctions est intimement liée

aiix théories dont nous venons de rappeler les grandes lignes. Aussi,

l'Auteur a-t-il très judicieusement et fort souvent illustré, pour

ainsi dire, la ihi'-orie par des exemples relatifs à la théorie des

fonctions.

II. C'est la considération des ensembles de points qui a donné

lieu à la théorie générale des ensembles. Us s'étaient présentés,

tout naturellement, dans la théorie des fonctions. Cette étude est

dominée par le théorème de Bolzano-Weierstrass qui introduit

la notion de point-limite ou point d accumulation de l'ensemble.

L ensemble des points limites d'un ensemble P forme l'ensemble

dérivé d ordre un de P, P'. En désignant, d une façon générale, jjar

dérivé d'ordre v de P, le dérivé de- P'' ', on démontre qu'il est

possible de former des ensembles où P"' existe quel que soit

l'ordre v. L ensemble des points communs aux ensembles P'. quel

que soit V, forme Vensemble dérivé de P d^ordre co. La notion

d'ensemble dérivé se généralise par l'introduction des nombres

transfinis. On arrive ainsi à la notion d'ensemble dérivé d'ordre a,

où a est un nombre de la [)remière on de la seconde classe, et enfin
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de dérivé P^^' formé par les points communs à tous les dérivés

dont l'indice est un nombre de la première ou de la seconde classe.

In ensemble est /"e//né s'il contient son dérivé; tout point dun
e/isemble f|ui n appartieni pas à son déri\é est isolé; un ensemble

qui ne contient pas de point isolé est dense en soi: il es\ par/ail^

s'il coïncide avec son dérivé, il est à la fois fermé et dense en soi.

De même, relativement à »n domaine D. où est situé un ensemble P,

on arrive aux notions d'ensemble/?rt/"/o?/^<^e«5e, cpiand toute partie

de D contient des points de P, ijensemble dense nulle peu t^ etc.

La considération des ensembles dérnés con<luil à des résultats

importants, généraux et aujourd'hui classiques. Jls ont été mis en

lumière par les recherches de du Bois-Raymond et Harnack sur les

ensembles linéaires, et les travaux de M. Baire sur les ensembles

fermés.

Vinsi, au point de vue de la puissance un ensemble fermé P peut

se comporter de deux façons :

i" Le dérivé d'ordre ù est nul; alors P est dénombrable:

2" Le dérivé d'ordre Q existe: alors P a la puissance du continu.

A cet ordre d idées se rattachent les propositions relatives à la

slructiire d un ensemble.

La notion d étendue ou de mesu/e d un ensemble est l'extension

des notions tréométriques de longueur, d'iiire et de volume. Les

dilïerentes délinitions de la mesure (]ui ont été données ont tou-

jours pour but d arriver à la généralisa lion de l'intégration. L Auteur

analyse ici les importanles recherches, sur ce sujet, dues à

M. Gaulor, à Hankel, à \1\I. Peano et Jordan. Puis il expose ivec

précision et dévelop|)emeiil la déiinilion proposée par M. Bore)

dans ses « Leçons sur la théorie des fonctions >< et cpii fut reprise

et complétée par M. F^ebesgue dans ses « ljeçon> sur l'intégration

et la recherche des fonctions primitives ». On s.iit (jue, d'après ces

auteurs, on se pro[)Ose d attacher, à chaque ensemble linéaire

borné L. un nombre positif ou nul nuE), qui sera dit sa mesure

et qui devi;i satisfairt; aix coiidil ions suivantes :
1" Deux ensembles

égaux ont même mesure; 2" rensemble foiiné par la réunion

d'une infinité' dénoinbral)le d'ensiinbles, sans poinis communs, a

jiniir mesure la somme des me-uriîs des ensembles |)arliels; .i" le

segment (o, i ) a pour mesure 1 .

Ce problème est possible poui- certains ensembles (pu sont ilils
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mesurables. La définition précédenle s étend aux ensenihles situés

dans un espace à ii dimensions. Pour préciser, ou introduit alors

la mesure linéaire., la mesure superficielle, eic.

Toute cette seconde Partie est finalement illustrée pour ainsi dire

d'exemples et d'applications, eu même temps que nous y trouvons

les dernières recherches sur la théorie elle-même. C'est ainsi que se

trouvent résumés les travaux de M. Fréchet sui- les Ensembles

abstraits.

Nous avons essayé, dans l'analyse rapide qui précède, de donner

quelque idée de la richesse, de la variété et de l'importance des

matières traitées par \J. Schœnflies, sans chercher à les indiquer

toutes et à signaler lous les résultats importants obtenus.

E. OuiVET.

KILLING(W.)und HOVESTADT ( H. )• — Handbuch des Matim-matischen

Untkrrichts. Zweiter Band, mil 9 Figuren ini Text. i vol. in-8,

x-472 pages. Leipzig und Berlin, B.-G. Teubner; 19 1 3-

Ge Volume, dû à \x cjlhiboralion d'uu professeur de l'Université

de Munster, en Weslphalie, et d'un professeur du Realgymnase

de cette ville, fait suite à un autre que mon regretté maître

M. J. Tannerv a signalé, en n)io, dans le Bulletin des Sciences

mathématiques. C'est un Ouvrage didactique d'un genre très spé-

cial, car il est destiné, non aux élèves, mais aux meml)res du corps

enseignant. Il a pour but de donner à ceux-ci, avec un ensemble

de notions qui peuvent leur être utiles, et qui se trouvent dis-

persées dans divers travaux originaux, un certain nombre de con-

sidérations pédagogiques et beaucoup d'exemples d'applications

pratiques ou d'exercices susceptibles d'être donnés en devoirs aux

élèves.

Le Volume en question est consacré à la Trigonométrie plane et

sphérique, avec applications aux problèmes de résoluticm des

triangles, analogues à ceux qui sont traités ou indiqués dans nos

traités classiques, ou aux problèmes que suggèrent la Géodésie,

la Navigation, la (jéographie en général et la construction des

Cartes. Il traite aussi de diverses questions de géométrie de

l'espace, notamment des questions relatives à Tévaluatioii des
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volumes on des surfaces des roi'ps, et des tliéorèmes iiéuéraux sur

les polyèdres, considérés aii polal de vue de V Ana/ysis situs^ en

particulier des polyèdres réguliers.

Il peut être curieux de constater que rex|)osition des principes

de la Trigiuiométrie dillere notablement de celle qui est mainte-

nant classique e.n trance. Actuellement on considère, dans l'en-

seignement françai"^. le cosinus et le sinus d'un arc comme les

coordonnées d un point du cercle de rayon éi;al à lunilé.

MM. Killinj; et Hoxesladt se placent, tout d'abord, au point de

vue de Mobius qui donne une im|)i)rtance ca[)ita!e au cosinus,

défini comme le nombre par lequel il faut multiplier un segment

pour avoir sa projection sur une droite autre que celle qui le

porte. Le théorème fondamental de l'addition des arcs est déduit,

soit du théorème de Ptolémée, soit de la combinaison des relations

qui existent entre les éléments des triangles.

Parmi les applications de la Trigonométrie, je noterai lc> ques-

tions, se rapport. iiit plut('tt à lAnthmétique qu à la Trigonouu-trie

j)ro|jrement dite, et relatives aux triangles rectangles dont les c»'>lés

ont, deux à drux. des rapports C()mmensnral)les. Les diflérents

problèmes traités avec détail sont très variés et conduisent [)ar-

fois à des équations de degré élevé. Tel est, par exemple, le

problème suivant : Résoudre un triangle isoscèle. connaissant le

rayon / du cercle circonscrit et la bissectrice tr d'un des angles à

la base. Si l'on prend pour inconnue la \alenr commune a des

angles à la b;ise, on lrou\e facilement l'éipiation

>.r *ni a «m

] a
SI 11
—
1

<pii donne une écpialion du cinquième degré en sm -
*

' ).

Il me semble que ce f]ui i^récède peut donner une idéedececpii

dislingue ce .Manuel d'enseignement mat/iémotique àei ouwivj^es

didactifpics français. C'est, je crois, ce qu'il j a de plus intéres-

sant à signaler dans un Ouvrage de ce genre.

(iU. HlOCHK.

(') L'expression donnée (p. i25) pour «' conlienl au nuim râleur sin>a .ui

lieu de sin >x; mais les cijualions qui suivent sont exacles.
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COURSAT (Edouard). — Cours d'Analyse mathématiole, Lomé II, 3'"('Jit.

( Cours lie la Faculté des Sciences de Paris), i vol. gr. in-8, iv -672 [lages.

Paris, Gauthier-Villars et C''; 1918.

Lédilion précédente a été analysée dans ce Bulletin par

M. Lacour, en 191 1 (p. 298).

L'édition actuelle en diffère principalement par quelques addi-

tions. Par exemple, M. Goursat a étudié la limite de la somme

d'une série de ïaylor pour des points tendant vers un point du

cercle de convergence, où la série est convergente, en suivant une

courbe quelconque non tangente au cercle de convergence; précé-

demment il n'avait considéré que le cas particulier du rayon. A
propos des séries de Laurent, nous trouvons une remarque nou-

velle sur la somme et sur le produit dune série de puissances de x

et d'une série de puissances de - . Relativement aux méthodes

élémentaires d'intégration des équations différentielles, M. Goursal

a signalé le parti qu'on peut tirer du remplacement de l'équation

F Jc, —^ — o

cl" >' . .

par les expressions de x et de -^^ en (onctions duii paramétre.

Une Note a complété ce qui était dit antérieurement du Calcul des

limites. La théorie des systèmes linéaires à coefficients constants

a été établie d'emblée pour un nombre quelconque d'équations.

La méthode de J. Rertrand pour les équations aux différentielles

totales a été interprétée géométriquement, au moyen des toui'-

billons. Le problème de CauchA pour une équation aux dérivées

partielles du premier ordre et une courbe quelconque a été illustré

par un exemple.

Plusieurs exercices ont été ajoutés : Chapitre \ÏII, n° i24;

Chapitre XIV, n"* 29 à 31 : le n"29 étend la formule de Lagrange

à l'équation
^ — « — a/( ^ )

—
[3 Ci ( :; ) = o.

Bull, des Sciences mathéni., 1' série, l. XLIII. (Juillet 1919.) 12
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Au Chapitre XXII, l'exercice !2t est aussi nouveau. Au Cha-

pitre X\ , l'exercice o a été changé.

L'addition la plus importante est une Note placée à la fin du

volume, et qui traite du théorème de M. Picard relatif aux

racines de
fKx) = a,

uùy'ixjest une foncti(»n entière, et de s s généralisations. N'ayant

pas parlé de la fonction modulaire. M. Goursat est conduit à

sacrifier l'élégante hrièveté des démonstrations qui Temploienl.

et, parmi les méthodes dérivées des travaux de M. Borel, il a choisi

celle de M. Schottkv, avec quelques changements de détail; il

démontre ainsi la généralisation de M. Landau.

Signalons encore, parmi les changements de détail épars dans

le volume, l'indication de nouvelles références bibliographiques.

Bref, M. Goursat n'a rien négligé pour cpie cette nouvelle édition

apporte à son tour aux travailleurs et aux étudiants le secours si

précieux que leurs devanciers ont trouvé dans les pré(*édentes.

Georges Giraud.

CULLIS (G.-E.). — Matrices anu Determinoids. \ ul. Il (Lniversiiy of

Calcula; Readership Lecture? i. In-8'jcsus, 555 pages. Cambrige, al the

Universily Pre«s, i9i8.

Ce second \ olume, de 5.").5 pages, ne contient pas encore tout

ce que l'Auteur aurait voulu publier de sa théorie des matrices. Ln

troisième \ olume est annoncé. \ oici un résumé succinct de ce

que contient le \ olume II.

Le Chapitre XII ( le premier du \ olume 11 l est une Introduction

pour ceux qui suivent. Il contient les définitions des matrices

composées, des matrices divisées, des parts de ces matrices, des

primaires d'un déterminani mineur quelconque d'une matrice; on

cherche ensuite les rang«« po>sibles d'une matrice qui contient une

nlatrice mineure donnée.

Le Chapitre XIII traiic d<> relalious entre les éléments et les

déterminants mineurs d'une matrice. Partant de la détermination

des liaisons entre les rangées courtes d'une matrice non dégénérée,

on est conduit ,\\\\ relation^ en tie ses déteiin niants muu'urs simples.
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puis aux équations correspondantes vérifiées par les éléments et

les déterminants mineurs d'ordre r d'une matrice de rang^ r : tous

les résultats peuvent d'ailleurs se déduire d'une certaine identité

tondamentale. On établit les identités de Sylvester contenant les

superdélcrniinants primaires d'un déterminant. On détermine les

conditions de l'équivalence de deux matrices semblables non dégé-

nérées et l'équivalence de deux systèmes d'équations algébriques

linéaires ; on regarde un système de matrices semblables non dégé-

nérées équivalentes comme représentant une région (spacelet) et

l'on définit les matrices non dégénérées et les régions mutuellement

orthogonales et mutuellement normales.

Le Chapitre XIV commence par un exposé des propriétés de

deux matrices conq)lètes conjointes des déterminants mineurs

d'une matrice carrée fondamentale ; leurs déterminants sont

évalués, et l'on trouve la relation entre deux quelconques de leurs

déterminants mineurs anticorrespondants. Ces propriétés sont

utilisées pour obtenir les développements de certains déterminants

bordés. On s'occupe ensuite des propriétés des matrices symé-

triques, des matrices symétriques gauches. On donne des critères

pour la détermination de leur rang; elles sont ramenées à des

formes canoniques par dérangements symétriques de leurs rangées.

Dans le Chapitre XV, on s'occupe du rang des matrices produits

et des matrices facteurs. On monti'e que le rang d'une matrice

n'est pas changé quand on la multiplie à droite ou à gauche par

une autre matrice dont le rang est égal à sa passivité. On détermine

les rangs possibles des solutions d'une équation matrice de chacune

des formes

AX = G, XB = G, AXB = G.

On donne en même temps les formules des solutions générales.

On détermine les rangs possibles de la matrice produit et des

matrices facteurs dans une matrice produit quelconque quand

quelques-unes de ces matrices sont données et ont des rangs

. donnés. On définit les matrices équivalentes horizontalement et

verticalement, ainsi que les réunions ou intersections de régions

et de matrices, et les relations entre les matrices et les régions.

Le Chapitre X\ I traite des transformations équigrades d'une

matrice dont des éléments sont constants. Ces transformations
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correspondent aux transformations linéaires ordinaires de formes

bilinéaires et quadratiques. On donne leurs propriétés ii:énérales.

On considère certaines transformations équigrades spéciales uni-

taires et non unitaires. On s'occupe de la réduction des matrices

d'éléments constants à des formes canoniques par des transfor-

mations équigrades, en particulier pour les matrices sYmétriques

et les matrices symétriques gauches. La forme canonique la plus

simple est une matrice semMal)le qui est conventionnellement

égale à la matrice unité
[
i]^ , et chaque matrice de rang /' à éléments

constants peut être déduite de la matrice unité [i]',. par une trans-

formation équi grade.

Le Chapitre XA II traite de certaines équations matrices du

deuxième degré. On y envisage les équations X^ = AB, XY = C.

On s'occupe d'équations de forme symétrique. On montre comment

toutes les solutions d'équations symétriques de la forme X'X = I,

où I est une matrice unité, peuvent être trouvées : on appelle ces

solutions des matrices semi-unités. On détermine les solutions'

générales de toutes les équations symétriques de la forme

X'X = A'A, X'X =: C. On montre comment on peut trouver

toutes les solutions de l'équation symétrique X'AX = C. La

théorie générale des matrices extravagantes est solidement basée

sur ces résultats.

Le Chapitre XVIll traite des extravagances des matrices et des

régions dans l'espace homogène. On définit les extravagances

d'une matrice : on obtient des formules générales relatives à une

matrice dont t)n donne les ordres, le rang et les extravagances. On
considère les propriétés de deux matrices mutuellement normales,

non dégénérées : on montre que les déterminants mineurs simples

rangés de l'une quelconque d'entre elles sont proportionnels aux

déterminants mineurs simples aflectés anticorrespondants de l'autre.

On prouve que ces matrices ont la même extravagance. On effectue

la réduction d'une matrice non dégénérée quelconque à une matrice

non dégénérée semblable équivalente dont les rangées longues sont

mutuellement orthogonales. On définit les noyaux d'une matrice

non dégénérée, puis l'extravagance, le noyau i^core) et le plein

(
p len uni)' d\iiic légion. On donne des formules générales relatives

à une région dont le rang et l'extravagance sont connus. On cont-

plèle la détermination de toutes les suites possibles de solutions
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Imlépeiidanles iiuiluellenieiit oitho^onalesdiin système quelconque

d'équations linéaires algébriques lioniogènes, détermination qui

avait été faite incomplètement dans le Chapitre XI (^ olume I).

On clierclie les rangs possibles et les extravagances de régions

satisfaisant à certaines conditions. L'extravagance d'une région

(ou le degré de son orthogonalité avec elle-même) est la propriété

la plus importante après le rang. Elle est invariante dans une

transformation semi-unitaire des points de l'espace, et peut être

interprétée comme étant l'ordre de contact de la région avec la

quadrique absolue. Une région qui a la plus grande extravagance

(•«•mpatible avec son rang est ou complètement extravagante, ou

pleinement extravagante. Une région complètement extravagante

est orthogonale avec elle-même; une région pleinement extra-

vagante contient tous les points orthogonaux à elle-même; une

région complètement extravagante est une région génératrice

de la quadrique absolue. A chaque région est associée une région

cnmplètement extravagante qui est le lieu des points en lesquels la

région touche la quadrique absolue (c'est le noyau) et une région

ph^nemcnt extravagante qui est la plus petite région contenant la

région donnée et tous les points orthogonaux avec elle [c'est le

plein (plénum)].

Le Chapitre XIX s'occupe principalement de l'orthotomie

jiuituelle de deux régions, c'est-à-dire du degré de leur orthogo-

nalité mutuelle. Les résultats les plus intéressants sont ceux qui

se rapportent à la plus grande orthotomie possible de deux régions.

On détermine l'orthotomie possible lorsque l'on connaît seulement

les rangs des deux régions
;
puis avec les rangs on se donne d'autres

conditions : on envisage les cas dans lesquels les deux régions sont

situées dans une autre région donnée, ou contiennent toutes deux

une région donnée ; les cas dans lesquels les deux régions ne se

coupent pa> ou sont mutuellement complémentaires, et le cas plus

important où les deux régions ont une intersection donnée. Enfin

on considère les propriétés générales de régions mutuellement

orthogonales.

R. Le Vwasseur.



i5o PUEMIÈRE PARTIE.

iMORITZ (R.-E.). — Memorabilu mathe.matica or ihe Fllilonlalh':^

Quotation-Book. In-8" cartonné, xii-4io page*. New-York, The Mac-

millan Company, 1914»

Préface. — L'Aulciii' a léuni en un seul soliune un millier et

plus de citations exactes, avec références directes ou indirectes

aux sources, de passages plus ou moins célèbres relatifs aux

nialhématiques, par des poètes, par des philosophes, par des hi>-

toriens, par des hommes d'Etat, par des savants ap])arlenanl à

d'autres disciplines et surtout par des géomètres. Pareil Recueil

sera un encourai;enM'nt, une source de distraction cl peut-être

d'inspiration poui- les jeunes miilln'maliciens, une (rli;i|)|)é(^ >ur

un domaine Iroj) peu connu pour les profanes : car ils pourront

souvent comj)rendre les citations, dont un grand nombre sont

choisies à dessein parmi celles qui n'ont pas un caraclère trop

technique. Elles sont empruntées à trois cents auteurs, groupées

en vingt chapitres, et sont relatives à près de sept cents sujets

dilTérents.

De pi()p()> (h-libéré, l'Auteur a, en général, évité les citati(ui>

(pii sont dans RKBii-:RE, Mathématiques et Mathématiciens, et

dans ÂHREJNS, Scherz und Evust in cler Mathematik, recueils

sendîlables aux siens: il a toutefois admis un petit nondji-e de

passages ccdébres que l'on y trouve et dont r<'xc[iiM(m n'a pas

semblé possible.

IjC recueil est fatalement incomplet à ( aux' <lc I iiltondance ^\r^

matières, et aussi parce (pi'il v a sans cesse de nouNcaiix ccnvaius

qui parlent des mathémati(jues d'une (uanière originale, (hudcjucs

géomèti'es, très gi'ands comme tels, n'ont pas lourni nue seule

citation; d'autres, au contraire, se prcMent Icuit naturellement à

des extiaits très caiactéristifpu's. Les ('ciivaius de langue anglaise

occupent d'ailleuis une laige place.

Enfin, l'Auteur a\oue (pie, dans ses choix, il >"e>t laisse aller

souvent à sa fantaisie, songeant totitelois aussi à être utile à »e>

lecteurs, uiat hématiciens ou autres.

I. Ih-flnitlons cl objets des ma thématit/iies 1 p. i-() i. - Trenle-

cin(| citation^ 1 numemleo lOl à iX), le premier cliiHi-e d(Uine le
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Chapilic ) tle Dcscailes, SyKesJer, (iomte. (îrassmanu. Bacon.

\\ hewell, Clirvstal, A^ liitfliead, Kant. Klein. Russell, et d'autre>

auteurs nmins connus. La plupart disent c[U(^ les mathématique-

ont pour objet la théorie des fonctions. I>es philosophes non

i;éométres ne brillent pas par la clarté de leurs assertions ; quelque-

mathématiciens émettent de curieux paradoxes, comme celui-<i :

(c Les mathématiques peuvent être définies quelque chose où nou>

ne savons de quoi nous parlons, ni si ce dont nous parlons est

\rai » (Russell, 127).''Une des meilleurs pensées est la dernière

du Chapitre : « Les mathématiques sont la Science des lois fonc-

tionnelles et des transformations qui nous permettent d'exprimer

en nombres l'espace et le mouvement » (Howisox, 13oi.

IL La nature des inath('inati(jues (p. io-38, n^^SOl à!276j.—

Beaucoup de vues, les unes banales, superficielles ou parad(jxales,

les autres originales, remarquables, profondes. Exemple : Kant,

n" 201, sur une prétendue révolution mathématique en Grèce,

vers l'époque de Thaïes. Fourier, n" 218 : le célèbre passage où

il développe cette pensée : les mathématiques n'ont pas de termes

pour exprimer des idées vagues. C.-.T. Keyser. n^SSo : la précision

des mathématiques provient du genre d idées quelles étudient.

Barrovv, n" 227 : les mathématiques ne s attaquent qu'aux ques-

tions où 1 on peut voir clair. Pringsheini, n" 232 : les mathéma-

tiques sont évidentes pour les mathématiciens, incompréhensibles

pour les autres. Hopkinson, n" 239 :
• on ne retire du moulin

mathématique que ce que l'on y a mis, mais il en sort sous une

forme infiniment plus utile. Leibniz, n" 261 : les premiers prin-

cipes des mathématiques sont les plus difficiles à établir. N"* 249,

2o0, 231, 2ii. 258 : les célèbres paradoxes de Huxley sur les ma-

thématiques, et leur réfutation par Svlvester, Kevser, de ^lorgan.

Me Cormack, n" 270 : les Manuels mathématiques ont un aspect

terrifiant qui, par une sorte de mimétisme, en défend l'accès aux

profanes. Keyser, n" 272 : les idées mathématiques ont de>

analogues dans les autres objets dont l'homme s'occupe, d'où leur

utilité beaucoup plus grande qu'il ne semble au premier abord.

Th. Hill. n" 274 : le véritable esprit de Malhesis (des Mathéma-

tiques! est religieux. Il élève à Dieu Toul-Puissant, Sagesse

éternelle.
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m. Eloge des mathématiques i j). .»c)-4^. n"' 301 à 334). —
As.-iortions (!*> loutr espèce, justes, banales, singulières parfois.

Rèsunlon^-en (|uclqueï.-unes au hasard, l^odgron. n" 302 : les

mathématiques nous (loauent des certitudes. Schellbach. n" 306 :

mt»urir sans avoir connu les matlièuuili(jues ni les résultats des

récentes in\esti«;ations scientifiques, c'est n'avoir pas connu la

vérité. Lord KeKin, n"312-: les mathématiques sont Yétheréali-

sation du sens commun. Aristote, n" 318 : les mathématiques,

sans nommer le beau, l'éludient en s'occiq)ant de Tordre et de la

svmélrie. Everett. n" 32o : les \érités nuithémaliques existent en

Dieu de toute éternité. Th. Hell. n" 333 : les découvertes de

>>ewton ont plii> fait pour rAuiilcterrc et le-, Anf;lais que tous

leurs rois.

I^ . l aleur des ryialliématiques ( p. \\)-~i^ n" 401 à 461). —
Linlluenre des mathéuiatique.s dau> l'cMlucalion de l'esprit ou

uième dans l'é-ducation en général est bien mise en relief, non

seulement par des mathématiciens, mais aussi par des penseurs

étrangers aux* sciences mathématiques, comme Gœlhe, parce qu'ils

montrent inconsciemment ce qui leur mancpie en fait de savoir

i)récis. Mai> [>rcstpir lou^ les aulrur> {\\v> cvagèreut leurs éloges,

parce qu'ils ignorent la disliuctiiui si bien mise en lumière pai-

Bordas {\\ la fait reuionter à ^lalebranche et uicme à Platon ) entre

les idées de aiaudeur et h-s idées nu)rales : exercer l'entendement

dans le doniaine des premières n'est pas aussi favorable qu'il le

j)araît au premier abord pour l'habituer au maniement des idéc>

luorales. l'aiiui les meilleurs passages cités dans ce Chapitre, noti^

en notons un de Bairow. n" 402; plusieurs <le Todhunler. n"* 40o.

407. -414. 41o, -422. particulièrement touchant riullucnce de l'eu-

seigneuienl des mathématiques sur la volonté : il iir sfpjuc pas

(I aillciiis |c> jjiiigues aucirniirs des mal IiciiimI k jiics.

\ . K iiscigiii'ineiit des intitli(''mati(jues
\ p. -i-tS,}. n ' oOl à o40).

— Exc<dlent Cliaj)itic, jdein <Tol)ser\alions judicieuses pour ainsi

dire d'un bout à l'autre. L'enseignement des uiathémali(pies a

pour but de développer les aptitudes de rélève dans ce domaine;

il doit être acc(unpagné d applications pas liop uoudtreu.scs

ri rllcs \\v doi\cnt pas avoir iiu bul prolcssionncl ( n"* 501
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àoOT. ol7. 534). Les professeurs doivent être des mathématici' ns,

non des professeurs de science appliquée (n°' 513. 522). Les

démonstrations doivent reposer sur des principes «généraux

(\e\vton. n" 530), ce qui n exclut pas la Mni|t!icité, au contraire

( Hilbert, n" 537). Point d'e-,ianiotage dans les démonstrations à

aucun pris (Grassmann. n" 538). F^our bien faire sa leçon, le

protcsscur doit la juN'parer a\cc soin, mais de manière qii'- la

préparation soit séparée de la leçon j)ar un certain temps, pemiiut

laquelle la matière préparée fermente (A. de ^lorgan, n" 5U)i.

Les mathématiques ne sont j)as plus l'art de calculer el décompter

t|ue rarcliitecture nest l'art de faire des briques ou de couper du

bois, la peinture celui de mélanger des couleurs sur une palette,

la géologie celui de briser les roches, ou l'analomie l'art du

boucher (^C.-J. Keyser. n'^ 515).

^ I. Etude des inafhrinftiqfff^s : lerhercfies r/i inalhcma-

tiqaes (p. SG-io-, n"- GOl à G(H). — Encore un C!ia|)itre 1res

intéressant. L'étudiant doit appliquer les théories étudiées à un

petit nombre d'exemples simples. ( n"* 603, 608); étudier son

Manuel à fond, le lire à l'endroit et à l'envers pour eu -.lisir

l'ensemble ( n"" 605, 606, 607). On doit être persuadé' que toutes

les questions sont solubles. ou quOu peut en démontrer 1 inso-

lubilité (Hilbert. n" 227 i. L'élégance des résultats d'une étu<l<' e>t

<"i rechercher, car elle est un indice de la portée de la méihode

employée, même en dehors de cette recherche ( Poincaré, n" 6i0 ).

On ne j>eut être géomètre, dans le sens propre du mot. sans s'aider

du secours de l'analyse ( Segre. n" 643). On a besoin de bons

traités, comme l'Algèbre de Chrystal, pour ne pas se perdre dans

la forêt des Mémoires particuliers; ceux-ci devraient être aussi

parfaits que possible pour le fond et pour la forme ( Glaisher,

n"' 639, 649). La recherche uiathématique doit se faire librement,

sans souci des applications; les belles théories ser\ iront inlailli-

blement quelque jour ( n""" 663, 664). Xous aurions \oulu lioii\er

ici cette pensée de H.-J.-S. Smith {Pror. oj the Lond. Math.
Soc, ^ IlL p. p.f) : « Mathematical discoverv is like Eleeiiii it\ ;

its toUows the lines of least résistance. -•

A IL Les inatJiêinatiqiies modernes i p. i o8-i 20, n"*791 à 740 1.

— Essais peu concordanis |»our eiiraeh'-ii^er les inatht''malique-«
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modernes en rompaiaison des inalli(''inali([ues anciennes. Les

niatliénialique> modernes Iraltent les propositions sons une forme

plus générale ( n" 71 I ). sons forme fonctionnelle (n"71o), dis-

cutent les princij)es ( n" 717 ), emploient l'idée de variable (n" 720),

de fonctions d'une variable imaginaire (n°*72l, 722 "), la théorie

des transformations ( n" 726), des substitutions et des groupes

(n" 72/). On loue communémenl le pouxoir incomparable des

méthodes mat lu-mat i(pu^s actuelles, mais au fond rien n'est moins

connu (Rosanes. n" 730): le domaine mathématif[ue est le seul

où la presse f)mnisciente ne peut pénétrer ( Pringslicim, n" 732),

vc (pu ne 1 cmprc lie |)as de )U()clamcr (pi il ne contient rien d'in-

térêt général (FoisUh, n" 730). Tout cela est vrai, mais l'histoire

]>r(uivc (pic des nuilhénuiti(pies anciennes on a passé aux mathé-

malupies m(»dcrnes d une manière continue sans saut bruscpie
;

les décou\ertc5. lo plus récentes (jut des antécédents dans le

])assé.

Vil!. Lr i)i(ilh(-nt<iti(ien (p. lai-i,')^. n'" 801 à 8io). —
AA eierslrass, n" 802 : le parfait matlu'-uialicien est toujours un peu

poète. Novalis. n" 810 : un gi-and mallu-maticien peut ne pas savoir

calculer et un graml calculateur ne pas avoir la moindre idc-e des

malhénuili(pie>. Ga'the, n" 813 : les mathématiciens, comme les

Fraïuais, traduisent dans leur langue ce (pie \ous leur dite> et en

font immédialemeiil (pielque chose de tout dillV-rent. S. Lie,

u"8l(S : L'imaginai lou. lénergie, la conlianee en soi, la ciilicpie

de soi-même, caiaelerisent le mathématicien. Lord Kel\in, u" 822 :

le malliémaliiieu. c'est celui (pii \()it (pie I intégrale de Laplacc

(gamma de ^ ,
esj é-gal à yÇ. lîarrow et S\l\e,stei'. n'"' 830. 829 :

un matlM-iual leieii accompli est \\\\ piètre oialeur. Th. lïill,

n'" 8il, 8i3 : loiil le monde pige, approii\e ou comlamne les

])]iilosophcs, les liommes d'Ltat, les orateurs; mais personne ne

se ris(pie à piger les mal liemalieiens, ipii ne peuvent être jugc's

(pie |)ar leui- |)aiis ci p;irlois longtemps après leur mort.

I\. /\'r.s»/i/ti's cl aïK'vdotes (p. loi-if).'). n°^901 à 996, A à M)
;

\. (|). !()G-J.So7, n"^ 1001 à lOoO, ÎN' à ^^ ). -^ Récits, appré-

ciations, anecdotes sur \le\andre-le-(jraiul, Vicliimède (n"' 902 à

913), Aristole. lîaeoi). I ). et .1. lîeniouili, Habbage. les deux liol\ai,
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Balzano. Cavley ( n"^ 930 à 937V Cllffonl. Comle, De Molvre, de

Morgan, Descartes, Eiiclldc, Euler ( u"^ 9o() à 967), Flanistee.!.

Fourier, Gauss (n"' 970 à 97o), Gœllie. Sir William Hamiltoii.

Helmiiollz, Jacobi, Johnson (n°' 977 à 983 ). Kepler, Lagrangc.

La|)lace, Leibnitz (n"- 987 à 991 ), Lie. Bhascara, auteur du Lila-

nv///, ^Nlacaulay, Napoléon, Newton ( n"^ 1002 à 1029), Sjlveslcr

( n- 1030 à 1012), Tait, Sir William Tliomson ( n"* lOio à 1048 i.

A\ eierstrass. Ces deux Clia]tilres. malj;ré des lacunes évidente^

(trop de noms y manfpienl : Abel, Cauehy, Jacobi, Steiner, par

exemple), sont très intéressants et très amusants. Mais pourquoi y

introduire des ignorants en mathématiques, comme Bacon et Sir

AVilliam Hamilton le philosophe? Parmi les mathématiciens h--

mieux caractérisés, il faut signaler spécialement Sylvester.

\1. Les inatlK'iiui tiques coin me appartenant aux beau.r-

arts (p. i.Si-u)^, n"- 1101 à 1136). — Trente-cinq pensées origi-

nales et justes de grands et petits mathématiciens, de physiciens

et de poètes, sur la jouissance esthétique que procure la contem-

plation du monde mathématique et sur ses i-elations avec la poésie,

la musique, la peinture et la sculpture; pour terminer, une pensée-

très contestable de Weissmann, à propos de l'hérédité des facultés

mathématiques (n" 1136). Nous aurions préféré le passage où

Gauss parle de la divina venustas fonctionuni ellipticaruni.

XII. Les niat/ieniatir/ues (ownie langage { p. i()4-'>-<><>, n"* 1- !

à 1222). — Laplace. n" 1222 : le langage de l'analyse est un

puissant instrument de découvertes. Hill, n" 1209 : il ne faut ])as

vouloir interpréter tous les stades intermédiaires d'uia calcul, se m s

peine de perdre les avantages du langage analytique. Ces pensées

se retrouvent sous diverses formes dans presque tous les passages

cités dans le Chapitre. Quelques citations nous semblent inexactes

au point de \ ue histiuHpie.

XIII. Les niath(''inati<iues et la logique (p. 20i-:'-o8, n"* 1301

à 1326). — Beaucoup de pensées justes avec un peu dexagérat mu

jirovenant de ce que les auteurs ne distinguent pas les idées de

grandeur d'aN ce les autres. Aux n"* 1303, 1306, citations de

Franklin et de Pascal auxquelles nous ne voudrions pas souscrire.
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Xn . Matliémaliques et philosophie (p. 209-22.3 ;
11"^ 1 iOl à

l^i^ ). — Wliitehead, 11° l i03 : les jjliilosophcs qui (»nr connu ù

fond les mallit-maliques sont parnii ceux qui ont fnurni à lu science

quelques-unes de leurs meilleures idces. D'autre |)art, on peut dire,

sans devoir faire à peine une exception, que les remarques rela-

tives aux mathématiques dues à des philosopiu-^ (pii n en ont

qu'une connaissaiice légère, ou acqui;5e à la hàle, ou lardivemenl,

sont sans \ aleur, parce qu'elles sont triviales ou fausses. Appliquez

cette dernière pensée de ^^ hiteliead à l«)u> le- plnlosophes cités

dans le Chapitre, Descartes, Leibniz et Bordas rxccplc's, et vous

verrez combien elle est vraie. On pexit d'ailleurs la \ériiier dans

tous les Chapitres du Li\re. en particulier dans X\ , W III.

X\ . Les matJi('inatiijnes et les sciences (p. 22^-><)o; n"* loOl

à 1599* ). — Xécessité ou haute utilité de laide des matliémaliques

en IMivsique, en Astronomie, dans les sciences sociales, en Statis-

tique, même enCKimie et en Biologie, dans la lliéorie des erreurs.

La valeur des diverses raisons données en faveur de ces vues est

très diflerente suivant les auteurs cités. Macaulav, n" loi/ : un

liomme intellij^ent et appliqué peut aj^prendre en (juehjues années

plus de malliématiques que ^»e\vton n'en a jamais su. Forsvth,

n" 1539 : il faut bien savoir le.s matliématiqu<v> thi'niifpiemeiil

pour pouxoir les appliquer utilement à la PhvsKpie.

X^ I. Arithmétique ( p. 2G1-274: n"* 1601 à 16i8). — Pensées

banales >iir raritlnnclnpie élémentaire et parli)i> bien >inyuliéies;

par exemple, celle de Fitch, n" 16^21 : il \niidiail (ju'on en*

enseignât la théorie dans les écoles primaires; prn>ées très hautes

et très profondes de Gauss, Kronecker, H.-J.-S. Smith, Jaeobi,

Glai>Iier. viir l'arithmétique supérieure, sa supériorilé >iir h'.- a 11 Ires

parties <h> niallu-maliques, sur les difficultr-s (pi'eMe pré>enle

au point <!<' \iie-de la dt'-monstration naturelle de >e> principes,

Glaishér demande avec raison qii Onlui fasse nue pelile place dans

renseignement uni\ersitaire. On trouve la citalimi de dix vers

allemands où Jaeobi ( n" 16i3 ) a drniarqué une pot'Nic de Schiller

(n" 907 ) en la surpassant.

X\ll. li^èbre (p. •>.-^)-M)\ : u"" 1701 à 1755 1. Gilations

bonnes ou très bonnes sur l'algèbre en g^^neial. ^\w le^ (piaternions,

les imaginaires, les inxai-iaiilN. !(•> groiipi"-. la llieorie de^ fo ictions
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d'une variable iinagiuaiiv. D'Alembcrl. ii" 170'2 : ralj;èbre est

jîénéreuse : elle doune souvent pbis qu'on ne kii demande. Lagrange,

n" 1707 : l'alfièbre et la f^éoniétiie une fois unies ont progressé

ra|)i«iement. Cluvstal, n" 1710 : il nest nullement nécessaire de

r<eourir à la géométrie pour exposer les parties élémentaires de

Talgèbre. Ca\l<-\. n" 937 (p. i 48 ) n'estime guère les (piaternious.

Lorrl Kelvin, n" 17ïil : ils ont fait du mal à plusieurs. Tait, n" 17l2i :

ils font trouver naturellement le meilleur système de variables à

employer en physique: n" 17:26 : malheureusement ils ne s ap-

pliquent pas à l'espace à n dimensions. C.-J. Keyser, n" 17i9 : la

théorie des invariants suggère des pensées tliéologisles jusle>

sur l'Être éternel, immuable an milieu du flux des choses chan-

geantes. A propos des quaternions, on aurait pu citer la définition

de J. Marsan, extensible à tous les espaces : un quaternion est un

nombre plus un vecteur. Lasswilz, n" 1741 : jolie parwdie algébrique

(h^ la scène du Faust où Méphistophélè> donne des conseils à

letudiant {suite, n**^ 1934, 2040).

XVIII. Groinétrie (p. 292-3:^3; n"' 1801 à 1894). — Beaucoup

<ropinions de toutes valeurs à propos desquelles nous rappelons la

remarque finale du Ciiapitre Xl\ : les commençants ne doivent

pas prendre pour certaines maintes assertions historiques qui s'y

trouvent incidemment. V noter spécialement l'éloge des El(^nients

d'Euclide pai- maints bons géomètres, tandis que d'autres, comme

,Svlvester. voudraient le bannir de l'enseignement. Cicéron.

ji" 1807 : chez les Grecs, la géométrie était tenue en grand hon-

neur, ainsi que les mathématiques en général. Chez les Romains,

<)n n'en a considéré que l'utilité pour le calcul et la mesure. Bel

éloge de la géométrie projective, n°' 1876 à 1880 (entre autres

])ar Steiner, n" 1877). Gauss, n" 1886, blâme la notation sin-.p

j)our désigner (sin-v)-. Un anonyme, n" 1894, fait une ode très

originale sur les scravs (hélices, translations-rotations) de Bail.

On ne trouve pas parmi les citations l'idée fondamentale de De

Tilly : la géométrie est la physique mathématique des distances.

A (»lci une pensée de H.-J.-S. Smith m" 1820 1 qui aurait du être

placée dans le Chapitre \ ; « La géométrie n"e>t rien si elh- n est

pas rigoureuse: elle perd toute sa valeur éducati\e si l'on n a cure

de la rigueur des démonstrations. »
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\J\. L(' calcul { i/i/initésinuil }, <-lc. (p. 32.3-3 f'j. n"^ 1901 à

l97o). — Il n'y a pas de Chapitre où le lecleiir peu instruit en

analyse ou en histoire des mathématiques doive |)lus se mettre en

j^arde conti-e des assertions signées de philosophes incompétents,

ou même de grands mathématiciens. Mill, n" 1903 : Comte a créé

la philosophie des hautes mathématiques ^ inexact, car Comte n'a

pas même vu clair dans la théorie des st-ries). ^«"* 1904 à 1909.

1911, 1916. 19-iO. 19 i3. 19 i6. 1948 : ..|)lnions étonnantes sur

les pseudo-infiniment |)ellt>: Cauchy. Duhamel. Peano, ne sont

('videmment pas assez connus hors de France et d Italie. La fin du

Chapitre est consacrée au calcul des piohahdités. surtout d après

Laplace. Aucune citation ne se rapporte à la loi des <;^^rands nombres

de Poisson.

X\. Les conceptsJondamentciiix . lcnipsetespace{p. 344-^63.

n»* 2001 à 2040). — ^"^ 2001, 2002 : vues de deux philosophe^

étrangers aux sciences mathématiques, Kant et Schopenhauer. '

sur le temps et l'espace ; ensuite, maintes remarques de second

ordre sur la o;éométrie non euclidienne, suivies heureusement

d'extraits de Gauss sur le même sujet, ceux-ci vraiment admirables,

n"* 2023 à 2027 ; puis (pielques citations sur les espaces à plus de

lioi^ «liniensions.

\ \ I . Pdrado.ccs <'( curiositcs ( p. 3() ^-.383. n'" 2101 à 2160). —
Beaucoiq) damusanles curiosités, en prose et envers, sur la droite,

les parallèles, la lris<'Ction de l'angle, sur Gulliver à Lapiita, où

Swift ré\éle iiicouMicinmcul la limitation de ses connaissances en

mathématicpics sur-, ^ur \r dernier théorème de Fermai, sur les

relations des polyèdres réguliers avec les distances des planètes

d'après Kepler, snr les vertus du nombre trois, de -", sur l'inler-

prétalion des noms <ii uoinhics. mm- des anagrammes dixcis.

sur. les jjoints isolés d une courbe (pii s\ inbidisent les miracles, sur

les pseudo-mathématiciens (jui parlent des malhémalupies a\ec

as>nrance sans en rien savoir. \ oui. mit !<> parailoxcs. une |)ensée

très juste de Il.-J.-S. Smith (pil aurait pu Icriniiur l'Ouvrage :

<' An apparent contradiclion (as distinct Irom a mt-rc misundei-

slanding ) is always to be regarded as an indication <•! sonie vindisco-

vered truth. » iProc. of ihc Lmuloit Mulh. Socit'ty. \ol. \MI.

p. 2.Ô).
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J/ulex-(p. 38.")-4io) exlrèmenicnt soigné. Cft Index permet <!»•

retrouver rapidement toute citation dont on a retenu soit l'objet,

soit le nom de l'auteur. Nous espérons que. dans une seconde

édition, (jn introduira des citations de géomètres, qu'on s'étonne

de ne pas v rencontrer maintenant, comme Cauchv, Abel.

Tchebjchef. Peano, et qu'on en bannira les pseudo-uiathémati-

ciens trop ignorants.

En résumé', le [.ivre de M. Murilz est extrêmement intéres'saiit

.

Paul Max'siox.

KLEIN un<l SOMMERFELD ( A. i. — Lkhkk uik Thf.orik des Kreiskls.

Zweiler durchgesehener abdruck, Heift 1 : Die kinematischen und kine-

finesclien griiarlla^eji der TJteorie. i vol. in-8. vii-ifjfi pages. Leipzig

und Berlin. B.-G. Teubner. 1914-

Bien que cet Ouvrage important, comprenant quatie fascicules

in-8 de 200 à 3oo pages chacun, soit intitulé : Théorie de la

Toupie^ les auteurs ne se sont pas conterrtés de traiter le problème

spécial dont le nom sert de titre à l'œuvie entière. 1 oui au contraire,

cette élude de la toupie est, pour MM. Klein et Sonunerfeld. l'oc-

casion d nue très longue et très intéressante excursion dans tous

les domaines de la Mécanique et même dans certaines parties fie

l'Analyse et de la Géométrie. C'est ce qui donne à TOuVrage sa

physionomie toute particulière. C'est ainsi qu'au sujet de la repré-

sentation du mouvement de la toupie à l'aide des fonctions ellipti-

ques, on trouve une 1res belle introduction à la théorie de ces

fonctions, faite sur les intégrales mêmes qui figurent dans le pro-

blème particulier, et suivie des considéiations relatives à la surface

de Riemann qu'on |)eul leur faire correspondre et des développe-

ments en série des fonctions 3?, le tout précédant l'expression

définitive des paramètres dont dépend le mouvement à l'aide de ces

séries 2f et un exemple numérique qui, traité dans tous ses détails,

apprend au lecteur l'ulilisalioii pratique des fonctions double-

ment périodiques et de leurs développements en séries. Cet exemple

caractérise assez hien la méthode suivie par les Auteurs. A propos

de chai|ue question, trouvant son origine dans le j)roblème de la
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loiipie, MM. K-lein et Sommerfcld sont amenés à exposer chacune

des théories fondamentales de la Mécani(|ue; ils n'hésitent pas à

reinonier jusqu aux notions premières, à préciser et à discuter les

grands principes C est, a travers la Mécanique, un véritable

voyage avec ses imprévus, ses points de vue inattendus... infnii-

ment plus attrayant que l'exposé dogmatique, habituellement

adopté, de la Mécanique rationnelle. Aussi bien, cet Ouvrage,

paru il y a déjà une quinzaine d'années et présenté à cetlt- époque

aux lecteurs du Bulletin des Sciences mathématiques par notre

maître regretté .Tiiles Tannerv, a-t-il eu un griind succès qui jus-

tifie la publication d'une seconde édition.

Lorsque M. Félix Klein fit dans l'hiver i 893-96 à Goltingen un

cours sur la toupie, cours qui est l'origine de l'Ouviage que nous

analysons, indépendamment du but que nous avons cherché à

caractériser dans les lignes qui précèdent, il en avait en vue deux

autres qu'il a nettement indiqués dans la Préface de son œuvre. 11

trouvait qu'en Allemagne notamment, l'enseignemrnl de la Méca-

nique était envisagé d une manière trop abstraite. La méthode

anglaise, beaucoup plus concrète, ayant le souci constant des réa-

lités physiques et si bien mise en lumière dans les Ouvrages de

Tait et Thomson (Treatise on natural Philosophr) et de Routh

[Dynamics of a System of risid Bodies) lui semblait infiniment

préférable. Et dans la Théorie de la Toupie, il a voulu réagir contre

la tendance allemande et ne jamais perdre le contact des réalités

naturelles. ^L Riein voulait également montrer le grand intérêt

qu'il v a à introduire en Mécanique, les méthodes par lesquelles

Riemann a lait faire de si grands progrès à la théorie des fonctions.

îNous n'insisterons pas ici sur cette idée aussi ingénieuse que

féconde, nous bornant à la signaler pour donner une vue d'en-

semble sur le plan et les idées de l'auteur, parce que ce n'est pas

dans le premier fascicule qu'elle est développée.

Dans rinlioduction, se trouve défini ce qu'on doit entendre par

Toupie. C est un corps solide soumis à l'action <Ie la pesanteur,

doni la masse est n'-pailie symétri(|uemenl autour d'un axe du corps

v\ dont un point de l'axe de sy'mélrie est, j)ar un dispositif appro-

prié, assujetti à rester fixe dans l'espace. Tandis que le mouvement

de cette toupie à point d'apiiui fixe se représente à l'aide des

fonctions elliptiques, celui de la toupie mobile à plan horizontal,
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analogue au jouet d'enfant, ferait intervenir les fonctions hyper-

elliptiques et il en sera peu parlé clans le cours de l'Ouvrage.

Comme nous l'avons déjà dit, l'étude de la toupie est pour

MM. Klein et Sommerfeld, l'occasion de rejirendre à leur début

les principales théories de la Mécanique et les pages consacrées aux

principes et aux généralités sont souvent les plus intéressantes.

Dans le premier fascicule, en particulier, le problème de la

toupie est très délaissé. Il ne dérobe qu'un tout petit nombie de

pages à un exposé extrêmement instructif des principales notions

de Cinématique et de Cinétique (celle-ci comprend la statique et

la théorie de l'impulsion) (jui trouveront plus tard leur appliciilion

à l'élude du mouvement de la toupie.

Le premier Chapitre est consacré aux problèmes généraux sur

le mouvement d'un corps solide ayant un point fixe dans l'espace.

Très brièvement et avec une parfaite clarté, sont présentées la

notion d'axe instantané de rotation et la synthèse du mouvement de

rotation à laide de cônes roulants (polhodie et herpolhodie). Ne
perdant pas de vue les réalités physiques, et toujours soucieux de

faire voir les résultats mécaniques, MM. Klein et Sommerfeld

indiquent l'ingénieuse méthode de Maxwell qui rend visible le

mouvement de l'axe instantané dans le corps solide, grâce à un

cercle divisé en quatre secteurs colorés et fixé sur l'axe du corps

tournant. On trouve ensuite la représentation analytique des rota-

tions autour d'un point fixe, qui conduit naturellement à la théorie

des substitutions orthogonales, à l'introduction des trois angles

d'Euler 6, c5, -l fixant univoquement la portion du trièdre mobile

par rapport au trièdre fixe. Enfin la substitution

?-•]/,

a = cos-e ^ , B = tsin-e
2 a

. . fl
'^^^

. 6 '

V = i sni - «
,

^= cos - e
•1 x

fait correspondie à toute substitution orthogonale ou à toute rota-

tion autour d'un point fixe (pialre paramètres a, [3, v, dépen-

dant de quatre variables réelles et liées [)ar la relation ao— ^Y=i •

L'intro<iuction de ces paramètres a, ^, v, 5 semble bien arbitraire
;

c'est pourquoi les auteurs en donnent immédiatement une signifi-

cation géométrique; la considération des points situés à unJe dis-
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tHnce nulle du centre de rotation perniel de présenter d'une

manière naturelle et logique la relation qui existe entre les rota-

tions autour d'un point et les substitutions (z, — ^ )• I^'einploi

de ces variables a, 3, *% o dans le cas des rotations finies et

quelques considérations relatives aux. rotations infiniment petites

précèdent une étude complète du cas de la précession régulière

iivec examen des diflérentes circonstances possibles et solution

détaillée d'une application numérique. Les questions relatives.

âu\ paramètres a, [3, y, o, dépendant de quatre variables réelles A,

n, C, D liées par la relation

A2_H B3 -^ C2 -h 1)2 = I,

sont troji voisines de la théorie des quaternions pour que

MM. Klein et Sommerfeld passent celle-ci sous silence. « Malgré

<{u'elle ne soit pas jeune », celle théorie n en est pas moins inté-

ressante, surtout lorsqu'elle est présentée élénientairement au

jjoint de vue géoniélri(jne qui est adopté d.ms la Ihéorie de la

Toupie.

Le Chapitre II contient une introduction à la Cinétique^ c'est-

à-dire à la Statique et à la Théorie de l'impulsion. C est certaine-

ment l'un des plus instructifs et des plus remarquables de l'Ou-

vrage, encore que les idées qui v sont déveh)p|)ées au début ne

soient pas au-dessus de toute discussion et de toute critique; mais

ne discuiera-l-on pas loiijouis sur l'origine des notions de force et

d<; masse. Les auteurs admettent (|iie la tension nuisculaire est

l'origine de la notion de force qu'ils regardent, d'ailleurs, ainsi

(jue la notion de masse, comme données a priori. \}\\ examen des

forces qui agissent dans la naiiire les conduit à distinguer: les

forces continues agissant pendant un temps fini et les forces ins-

ianlani'es^ dont la théorie correspond à celle des percussions.

D'ailleurs, la dill'érence entre ces deux espèces de forces n'est pas

irréductible; une force continue de plus en plus grande agissant

pendant nu temps de plus en plus |)etit ilevenanl à la limite une

(orce instantanée. Certaines définitions dillèrent nu peu de celles

qui sont courantes en France; c'est ainsi (|ue Vimpulsion (Impuis)

<l'un point en mouvtnient est définie comme identique à la force

instantanée qui ferait passer ce point maléi'i(d de l'état d«' rejios à
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son étal dr mouvement actuel; c^e^l nolic t/aantité de mouvement

définie d'une manière moins analvlujue. en apparence tout au

moins.

La Cinétique du point (travail, force vive, équations de

Lagrange) est rapidement traitée. Ensuite, la statique du corps

solide est exposée toujours avec le même souci d'insister beaucoup

sur les définitions et les notions fondamentales. Les deux théories

de Poinsot et de Lagrange sont développées et les principaux ré-

sidJats appliqués au problème de la toupie. AOL Klein et Soin-

merfeld ed'ecluent la réduction d un système de forces et définissent

la résultante g^-nérale, le cou|)le résultant, la vis de force, etc. Le

cas des forces instantanées (et des quantités de mouvement) con-

duit à l'étude de l'impulsion d'un corps solide libre. Cette impul-

sion est, par définition, identique au système de forces instanta-

nées qui feraient passer le corps du repos à son état de mouvement

actueL Elle est, dans le cas généial, équivalente à une l'is de per-

cussion et, dans le cas de la toupie, à un couple de percussion. La

détermination de ces éléments : vis ou couple de percussion, effec-

tuée d'une manière générale, précède le théorème des forces vives

et une étude de la toupie symétrique (deux moments d'inertie

égaux) avec discussion des diftérents cas qui peuvent se présenter.

Enfin, lorsqu'il n'y a pas de forces extérieures, le mouvement étant

susceptible d'une re[)résentation géométrique, les principaux résul-

tats de Poinsot sont établis. Un |)aragraphe est consacré à l'élude

(le la stabilité de l'axe de rotation d'une toupie tournant très rapi-

dement.

Le Chapitre III traite des équation-; d'Euler et de diveis pro-

blèmes en relation avec le mouNement de Ih toupie ou celui du

corps solide libre ou assiijeti à certaines conditions. Ceux-ci per-

mettent à MM. Klein et Sommerleld de continuer l'exposé des

notions fondamentales de Cinétique, déjà commencé dans le Cha-

pitre précédent, et de développer des considérations extrêmement

instructives relatives aux équations de la Mécanique, au piincq:)e

de d'Alembert, au théorème de Coriolis, elc.

Les é(|uations d'Euler sont établies à la nianière de Saint-

Gudhein et d Hayvvare en utilisant la représentation vectorielle de

l'iixe du couple dés quantités de mouvement et les dérivées géomé-

triques de ce vecteur-axe mobile : i " par rapport au Irièdi'e fixe,
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2" par r<ij)|)(»il aux axes mobiles, cesl-à-dire par rapport au corps

solide eu inouveinenl. Dans le cas où il n"v a pas de forces exté-

rieures, on est ramené à intégrer un système de six équations dif-

férentielles : les trois équations dEuIer et les trois équations qui

donnent les expressions des rotations/^, q, r en fonction des trois

angles d'Euler 0, '^, 6 et de leurs dérivées premières par rapport

au temps. L'intégration s'effectue complètement et avec une grande

simplicité. MM. Klein et Sommerfeld reprennent alors la question

en formant les équations de Lagrange relatives aux angles d'Euler,

ce qui leur permet de faire apparaître la raison intime de Textrême

simplicité de lintégration précédente : la position du corps solide

dans l'espace n'intervient pas dans les équations d'Euler, tandis

qu'il en va tout autrement dans le cas où il y a des forces exté-

rieures. C'est l'occasion d'une courte digression sur les problèmes

de Mécanique où des circonstances analogues peuvent se présenler.

et l'on voit intervenir les théories de Sophus Lie sur les groupes

de transformations.

Lorsque certains points du corps solide sont assujetlis à suivre

un chemin déterminé, par exemple lorsqu'une des droites du corps

doit décrire un cône, MM. Klein et Sommerfeld sont conduits à

parler du principe de d'Alembert et ils consacrent quelques pages

aux conditions d'applicabilité de ce principe. Ils sont également

amenés à étudier les résistances. Cette étude est faite en détails

dans le cas de la précession régulière, en décomposant la résistance

totale en résistance cVaccélération ( A-Cceleralionswiderstand) €t

résistance de déviation (De\ iationsvviderstand), ce qui conduit les

auteurs à parler du théorème de Coriolis et du mouvement à la sur-

face de la Terre. Enlin. la description de quelques expériences

prou\ant l'existence île la résistance de déviation et quelques lignes

relatives au mouvement de la toupie, à un ou deux degrés de

liberté, terminent ce premier fascicule.

(jAsxo^ CoTrv.
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CASTIJLNL' >V0 (Glido). — Cai.coi.o dkllf: Fkobabii.i ta. (Calcul des

probabilités.) i vol. in-S", xxiii-373 paiics. Milano, Roma, Xapoli,

Società editrire l»aiite Aliiiliieri. iqi»).

Deux tenilances di^Uiictf^s. sinon opposées, s atlirnu-iit ilan> les

oiivrajies scienlificpies modernes : le souci de la rigueur et de la

perteclion logique d une j)art, et d'autre part la tendance ninerèle

et utilitaire vers les applications.

Ces deux tendances viennenl >c compléter tiè^ jjeureusemenl

dans le nouvel ouvrage de M. Castelnuoxo. La théorie des proba-

bilités est chaque jour plus utile pour létude des sciences de la

nature : mais son application sera d autanl |)]iij fécoiide (jiie la

logique de ses méthodes sera plus parfaite. Ainsi en pareille

matière le point de \ue de la rigueur et celui des applications ne

sont nullement en contradiction.

C'est ce que 1 auteur met en lumière dans une importante Pré-

face, qui reproduit les points essentiels de deux articles publiés en

mars et en avril 1918 dans la revue « Scientia », et sur laquelle je

donnerai d abord un rapide a|jerçu.

La théorie des jeux du hasard a été longtemps le doinaïue le

plus important dapplication du calcul des probabilités : aujour-

d hui encore, les |eux fournissent de> exem^)le^ commodes pour

iVxposition de certains |)oints. Cependant on pourrait facilement

se permettre la coquetterie dune exposition de la théorie de> pro-

babilités totil à tail iniléj)endante de la lliéoiie des jeux.

La théorie des proi)abilités peut, en effet, être définie l't'tiide

des rtiriables t/iii fh'pendent du hasard : le hasard a sa loi et

bien des lois naturelles se révèlent aujourdhiii comme en étant

des consc'quences. C'est à Laplace qiK- rexient le mérite d'axoir

découvert que des causes d'erreur petites et nombreu^»'^ peuvent

conduire à la loi exponentielle : sa découverte est d une immense

portée.

HuU. des Sciences mathém., a* série, t. XLIII. (Août l'iiÇ).) i4
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Les. premières applications importantes en ont été faites aiiv

sciences biologiques et à la statistique démoi;rapliique
,

: c'est à

Jacques Bernoulli (|ue remonte l'idé(> ([assimiler les résultais

<léiiii)j;raplii(|urs aux lirai;e.s d'une urne; les travaux de Laplace.

jjuis de (jauss. ont ensuite permis de poser le problème capital du

schéma des. urno-s, qui consiste à reclierclier les diverses courbes

de Irecpicuce dont un phénomène statistique donné pourrait èlre

la synthèse. Gauss voyait dans ce problème une certaine analogi<'

a\ec celui des divers termes d'une série de Fourier représentant

un j)liénomène vibratoire. Quelque séduisante c|ue celte analogie

puisse paraître, le problème ne paraît pas suffisamment déterminé,

et h'.s es>ais de solution lenl(''s jusqu'à nos jours n'oni |)as été satis-

faisants.

Les applications les plus modernes de la théorie des ])rol)abilite>

sont relatives à la Phjsicpie : la djnami(jue permet de décrire les

états d'un système successifs d'un état initial donné, si les causes

agissantes sont simples et bien connues. Il en est malheureusement

rarement ainsi. Bien souvent les causes efficientes sont si nom-

breuses qu'il n'est j)as possible d'analyser le phénomène dans tous

ses détails. C'est par exemple le cas du mélange de deux poudres

homogènes de couleurs dillerentes dans un vase agité mécanique-

ment. Ce sont pr(''ci,s(''ment là les conditions d'a|)plication delà

théorie des probalnlités, «pu conduit dans le cas du mélange à

riiomogéiK'it*' statisti(pie de l'ensemble. Le passage de ICtat ini-

tial du uK'Iange à cet étal d homogénéité est un phénomène irré-

\ersible. C est toujours le caractère des lois d'ècpiipartilitm, d'im-

portance capitale, au\(piell<'s conduit la théorie des prol)abi-

lités.

Ainsi le rôle joué par la théorie îles probabilités dans les sciences

ilèmographupies et les sciences phvsiques. est de la |)lus haute

importance et Ton peut regrellei' (pie renseignemeul n'en soit pa>

plus répandu. Afais ce n'est pa^ sculementà cause des ap|)lications

(pie cet enseignement meriterail une plus large place : la seule

étude logKpie des di\ erses théories (\ii calcul des probabiliti'S e>t

iil de et h'coiide.

Il \ a bien des points, dans la théorie et dans les applical loiis.

tpii sont loin d'être accej)tés sans dilliciillé par tous : problèmes

dont I énonce maïupie de pr('-cision. soliilions dont reiichainemeni
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loi^iquc manque (Je rigueur .^ont la cause de scrupules souvent l«^gi-

tiniesel l'objet de reproèlies parfois sarcastiques.

jNI. Caslelnuovo sii^nale dans sa Prélace et coninienle par la

suite les erreurs les plus {"réquenunent commises : erreurs de com-

préhension du véritable caractère de loi empiri(jue du hasard,

abus relatifs aux probabilités continues et aux probabilités des

causes, etc.

L ordrr adopté csl scnbibicnical cchii des Traités français

modernes.

CHAPrrRES I Kf 11. — Piobabilité et fréquence, l'rohabililrs totales

et composées.

A siiinalci- dan? ce picmiiM- ( Jiapitic 1 ('tudc intéressante du pos-

tulat fondamental : « La fréquence tend vers la [)robabilité. » Ce

postulat est dune nature toute difïerente de celle des postulats de

la Géométrie : et le mot « len<l » n v a pas le même sens que dans

la délinitiou de la iimilc en Analyse.

Des (observations pleines de sa»;acité sur I éi;ale possibdilé des

cas, sur la notion de |)robabilité statistique, etc., sont présentées

dans la partie du cliaiJitre consacrée aux définitions et aux i;<''né-

ralilé». Le chapitre se termine |)ar (juelques exenqjles empruntés

à la théorie des jeux de hasard, et en |)articulier le suivant :

L lie aille contient a boules blanches et b boules noires ; i>t)

tire n boules de cette urne; quelle est Ut ynobabililé i>oiii <jn'il

y en ait a blanela^s et 3 -= /; — a noires?

L'exposé des deux théorèmes des pr(djabilités totales et com|)o-

sées, qui fait 1 objet du Chapitre II, est suivi d'applications à la loi

des épreuves répétées : après le cas classique des épreuves iden-

tiques l'auteur examine le cas où la probal)ilité varie d'une épreuve

à l'autre.

Le chapitre contient aussi d autres extensions : la probalulilé

totale d événements ne sexcluant [)as mutuellement, la probabilité

composée d événements non indé[)endants : ce dernier cas donne

lieu à une loi d inéiialité.

Pour terminer, i auteur ap|)liquc les résultai- déjà obtenus à

l'étude du jeu de rencontre.
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CiupiTHK III. — Es/iérance inatliématique et valeur moyenne.

A propos de la notion de valeur muvenne. l auteur définit ce

qu'il appelle variable éventuelle ( variabile casuale ) : c'est une

quantité X qui peut prendre diverses valeurs jr, ,^ ^o. .. ., x ,i
selon

que se présentent des événements E,. Ej E„ sexcluanl

nuituellenient et avant des prol)al)ilités respeetive> p^. p.,. . ., p„.

La valeur inovenne théorique dUne telle \ariable est la soninie

Cette quantité est appelée par certains auteurs râleur probable.

par d'autres espërance niatkéniatiqae : celle deuxième dénomina-

tion est déclarée acceptable, et d'ailleurs conforme à la notion

d'espérance mathématique telle qu'elle est exposée en tête du cha-

pitre. Mais l'auteur estime que la première n'est pas sans présenter

un danger d'équivoque.

La valeur (|uadrati([ue movenne conduit à 1 écart quadratitpie

moAen : la \aleur de cet écart pour le cas des épreii\es répétées se

déduit d'une façon simple et directe de la délinition; son expres-

sion est classique :

\ = \'n [>i 1 — /> I,

le nombre lolal d <''pr('u\cs <''laut ii . la ijiobabilili' de réscncment

con>idcrc étant p.

Le chapitre X' IciMiiiic par ^\^^\\\ [iarii;^ra|>lit'^ part iculièrcmeut

intéressants : le premier ((Uilienl uni' eiiuq)arai>on de la \aleur

moyenne llu-oricpie de \ à la \alenr ino \enne empirique ou expé-

rimentale \ de la même iniaulilé: el. trè> sim|)lement, est établie

la proportionnalité de la \aliiir nio\enne de ( ^ — /« )^, ni étant la

valeur inovenne île \. au tac leur -, it etani le nombre des
"

•

/t

épreu\e«,.

Le deuxième e.sl 1 expose du lliéorèmc de Biena\ me-1 cliéby-

icheir : Si ni est la iHilettr moyenne d^ une fiuanlité x, p l écart

(juailrali'iiK- moyen, ta probabili ti' pour </ue .r soit compris

enlr<'

m — pt e\ m —pi

1
'

es| siinerii'ure lUi e;;aie a I
—

•
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GiiAPiTRK IV. — Le problème des épreuves répétées et le théorème

de Jacques Bernoulli.

Partant de rexpressi(in, qu'il écrit

de la probabilité pour ([ue sur n épreuves l'événenient de probabi-

lité p se produise v l'ois (</ étant la probabilité de révénement

contraire), l'auteur reclierche la valeur niaxima dey,;. Il introduit

ensuite l'écart

/ = V — np,

et \'(''cart relatif

//

Le théorème de Jacques Bernoulli se déduit très facilement de

celui de Bienavmé-Tchébvlchefl'. et de même la proposition que

l'auteur dénomme théorème asymptotique de Poisson :

La probabilité pour que l'écart relatif \^ soit inférieur à un

nombre donné tend vers la certitude quand le nombre des

épreuves augmente indéfiniment

.

Ainsi sont obtenus en 60 pages, d'une manière élénu^ntaire, les

résultats les plus importants. L'ensemble des quatre premiers cha-

pitres de rOuvrage constitue une introduction particulièrement

intéressante pour un lecteur qui ne posséderait que des notions

tout à lait élémentaires de mathématiques.

Ghapitki-: V, — Formules d'approximation

.

L'intérêt fondamental que présente la considération des proba-

bilités des écarts dans les cas d'un nombre très grand d'épreuves

entraîne la nécessité de formules d'approximation pour la quan-

tité n 1

Le Chapitre \ se propose : i" D'indiquer des formules d'appi-o\i-

malion se prêtant au calcul numérique et à l'étude élénu^ntaire de

la loi des écarts;

2" D'établir le caractère asymptotique de ces fornudes
;

3" De préciser l'approximation qu'elles permetlent d'obtenir.
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La première [Kirtie coiilient rapplicatiiju de la fornuile de

Moivre-Stlrling au problème des ép^elIve^ répétées, l'inlrodiiclion

de la noticni cl' l'cart rocUnl

\l-l npq

et léliide de la courbe normale de piol)al)ilil(''

s/'-.

On irouve ainsi tous les résultats classiques.

La deuxième et la troisième partie, moins élémentaires et pou-

vant être laissées de côté dans une première lecture, traitent de la

valeui- asymptotique et du de^ré (Tapproximalion de la forninle

\\
./t;^

ainsi que de hx formule de Laplace

P -^àf'--"'
\J~ J sjl-iipq

L'étude de la loi des écarts est reprise en lin de chapitre : iaii-

teur définit 1 écart quadratique moyen, l'écart probable ; il calcide

la valeur moyenne dune puissance quelconque de l'écart. Pour

terminer, il analyse une vérilii allou e\|)érimentale de la loi des

écarts |)ar (;zuber.

CiiAPiTRK VI. — Le théorème de Bernvulli et la loi etninrique

du hasard.

Des résultats du Chapitre V peut se déduire, «Tune manière plus

savante qu'au Chapitre IV, le théorème de Bernoulli.

L'auteur énonce le théorème sous une forme plus couiplète en

deux pallies :

« La prohabiUté pour rjiie l'écart absolu reste injcrieui ('ii

valeur absolue à une limite /i.rée tend re/s z<'ro quand le nom-

bre des épreuves augmeiilc indéfiniment : du contraire^ la pro-

babilité pour (/ue Vécart relatif reste inférieur en valeur
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absolue à une /imite /ixi'-e tend, dans les mrmes conditions,

vers la certitude. »

La fleuxiènie partie seulement, mai?- c est à \rai «lire la plu-

importante, avait été établie «léjà.

Laiiteur aborde ensuite l'exposé de lu loi du hasard : très net-

tement est mise en lumière la pétition de principes qui consiste^

rait à croire que le théorème de Bernoulli établit la loi du

hasard.

Non moins nettement est introduite la notion de cfililucK' prit-

tique à laquelle celle-ci peut conduire dans certains cas.

Le dernier paragraphe traite des probabilités de divers ordre^el

de la théorie dés assurances successives.

Ch-XPITRi: \ II. — La loi normale de probabilité.

Cj Chapitre est lun des plu>. importants de rOii\ ra-r. Après

avoir défini la loi normale par la formule

l'auteur traite des combinaisons linéaii'es

Z = 7. \ — i Y

de variables suivant la loi normale, et applique les résultal> (dilrnus

à l'étude des tirages de plusieurs urnes.

Il aborde ensuite la question londamentale de la loi de |>robabi-

lité des diverses valeurs d une quantité

\ ^ \,^ X,- \,^...- X„.

somme d'un grand nonibif de \ariables admettant cha<unf zéro

pour valeur movennc

C'est Laplace. que la question semble a\oii- préo<-cu|»è pendant

pins de trente ans. qui a eu lintuition géniale qm- crttf bu. en

raison des nombreuses irrégularités provenant des \ariations indi-

viduelles, devait être la Loi exponentielle. Mais sa démonstration

n'est pas exempte de critiques, et c'est à l'école de Tchébyt( lielV

que revient le mérite d'avoir établi la loi d'une manière rigoureuse,

moyennant des hypothèses restrictives à la vérité très larges >iir

les possibilités de variation des quantités \i.
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Dans sa préface, M. Castelnuovo reproche aux Trailés français

modernes, d'avoir méconnu TchéhYlcheff; et il estime combler une

lacune re^reltaUle en faisant connaître la rigueur toute nouvelle

obtenue j)ar lécole russe dans lexpos»' de certaines questions im-

poilantes.

CHAPrrKKS Vlll KT l\. — Prohabititi' dit lonlinu

et fimhahilitf' des causes.

î/extenslon de la délinitiun de la proliabililé à llivpotliè^e d une

iulinilc continue de cas possibles n'est pas sans exiger quelques

précautions. Non seulement ces précautions sont prises dans le

chapitre consacré aux probabilités continues, mais l'auteur se

limite volontaii-ement à l'étude de fpielqiu-s exemples sinq^les :

position d'un jxtinl mii' la surlace d une sphère, pr-oblème de

l'aiguille, etc. Le problème (h' la roulette et les obsei\ations de

Poincar-é sur Fintroduclion de fonctions arbitraires constituent la

lin du Chapitre \ III.

Le problème de la probabilité des causes est nettement posé par

la distinction entre la probabilité a posteriori et la probabilité a

priori : la solution est donnée par \t\ formule de Bayes.

Dans cpielle mesure la théorie de Bayes permet-elle d'étudier la

probabilité d'un événement dont on a observé la fréquence, dans

(pielle mesure permet-elle d'établir une proposition inverse du

théorème de Bernoulli. c'est ce cpie l'auteur examine ensuite avec

un souci de ngii<"ur (pidii ne peut cpie louer.

(iiiAiMTiu: X. — Recherches sur les données fournies par le hasard

el les résultats statistiques.

L'auteur aborde avec ce Chaj)itre l'étude des aj)plicalions de la

théorie des proi)abililés. La partie la plus importante est consacrée

à l'élude des coefjicietits de dispersion de Lexis.

Le carré du coeflicient de dispersion d'une série est le' rapport

du carré de l'écart (puidratique moyen

///

au demi-eaii'e de I éeail elalon. >oit a
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On a

a-

Les séries fournies par la statistique sont fréquemment super-

normales^ c est-à-dire ont un coefficient de dispersion plus grand

que 1. Quelques-unes sonX. normales : elles sont l'indice de la

pureté de la race. Très rarement la dispersion des séries statis-

tique est inférieure à la normale.

CiiAPiTHES XI ET Xil. — l.oi des erreurs d'observation

et méthode des moindres carrés.

La théorie des erreurs d'observation pose deux questions dis-

tinctes., qui sont examinées successivement.

La première question est d'ordre purement théorique : il s'agit

de la justification de la loi de Gauss.

L'auteur expose d'abord la démonstration donnée par Gauss lui-

même et basée sur \e principe de la moyenne aritltmétic/ue ;. il

indiipie ensuite la j)reii\c fouinie |)ar l'étude àes fondions d'un

très grrind nombre de variables.

Les notions de ])récision. d rrieur à craindre, la précision d wwv.

mesure obtenue en prenant hi movenne de // mesures, sont étu-

diées avec soin; le chapitre se termine par l'étude des erreurs sur

la position d'un point dans le plan": des exemples numériques

nond)reux sont analysés en détail.

Lf l)ut du Chapitre \ll est 1 examen de la deuxième des ques-

tions envisa<iées ci-de,NSu>. Celle-ci est d'ordre essentiellement

teclinique : il s ai;it indé|)endamment ou non de la loi de Gauss,

d étudier les procédés >|)éciaMx dv détermination de la valeur la

plus plausible d'une grandeur, ou de l'expressit»n la plus plausible

d'une; fonction d'après une si-rie plus ou moins impoitaute fie

mesures.

Si l'on admet la loi de Gauss et si. d'autre pari, on adopte |)Our

valeur la plus plausible la \aleur la plus probable, on est conduit

-à définir les poids des observations, et à prendre, par exemple

|)our une ^ranih'ur iiiii(|ii(' à mesurer.

P\ ry — p,:r.y-^. . .— />„ T„
X = .

/?! -1- />, -^-
. . . -^ p„
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les poids pi étant px^oporlionnels aux carrés h] des précision^ des

diverses observations.

Ce procédé rentre dans la méthode générale des tnoindies

carrés de Legendre. Cette méthode est étudiée dans la deuxième

partie flu chapitre pour le cas général de l'interpolation.

Le dernier paragra])he est consacré à la mélhode des moinenls,

qui est fournie par lappliration de la méthode des moindres carrés

au cas de 1 inter|)olation parabolique.

< Ih.ximtkk \in. — Application du calcul des probabilités

à la théorie cinétique des f^az.

Le dernier Chapitre est consacré aux a[)plication> (hi calcul de>

probabililé> dans les sciences physiques et en particulier à la

théorie des gaz. Un premier aperçu sur la loi de ^laxwcll, la repré^-

sentation dite de Yextension en phase utili>ée en mécanique sta-

tistique, la partie purement dynamique de la théorie avec le théo-

rème de Liouville. fait l'objet des premiers paragraphes. L;auteur

revient ensuite plus longuement sur la justification de la loi de

Maxwell au moven de la théoiie des probabilités.

Les deux derniers paragraphes sont consacrés à la représentatit»n

géométrique proposée par AL Borel et à la preuve que donne |)i»ur

la loi de Maxwell hi considération de riudclermination des

donn(''e>. ,

.1 p/fC/idice. — Quatre isoles d un caractère purement mathé-

malujue ont été mises en aj)pendice pour ne |)as alourdir d une

manièie excessive 1 ex])osition dans les chapitres.

La première est relatixc à la formule Ac Moivre Stirling cl au lal-

cul de certaines intégrales délinics". la deuxième aux valeurs

moyennes des sommes de plusieurs varuibles.

La troisième, la plus im|)ortante, contient un exposé des travaux

de Tchébjtcheff sur le |)roblème des moments et le théorème fon-

damental dit de Laplace-Tchébvlcheff.

Enfin la quatrième Note est relative aux ctiiii-^ toriiiils dans

1 esj)ace à deux dimensions.

\{. Di:ltuk.il.
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BOULIGAND (Georgvsj. — Coirs de Géomktuie axalvtiqie, nvec une

Piéfiioe (!(• M. Cartan. 1 vol. in-8. vii-4'2i paj^es. Paii«, Vulbeil, 1919.

LV'\ (tlutioii de la pensée géométrique dans le courant du siècle

dernier, évolution qui a sa source dans les immortels travaux

d'un géomètre français, Poncelet, a introduit au centre de la

Géométrie moderne un point de v^ue nouveau, à savoir qu'il n'y

a pas une Géométrie, mais phisieurs (jéométrio, dont chacune

a son objet et ses méthodes propres. Pour nou> ixirner au plan.

à côté de la Géouiélrie t'Iémentaire (ui iio'lrifjtie, qui étudie les

propriétés des figures conservées par un déplacement, s'est édifiée

la Géométrie linéaire, qui étudie les propriétés des figures con-

servées par un déplacement et une projection cvlindrique, puis

la Géométrie piojectis^e
^
qui étudie les propriétés des figures

ct)nservées par un déplacement et une projection conique (ni une

perspecli\e. Lm llicorie des axes des coniques appartient à hi

Géométrie métrique, celle des centres et des diamètres à hi (îéo-

métrie linéaire, celle des pôles et polaires à la (iéométrie pro-

jeclive. Dans un courant d idées un peu «liflV'rent s est édifiée la

Géométrie conforme ou dr rinversion, qui étudie les propriétés

des figures conservées |)ai' un déplacement, une homothétic et

une inversion.

Historiquement, ces deux Géométries dérivent (hi Ironc com-

mun de la (jéoinétrie élémentaire. Logiquement. <dies en sont

tout à fait indépendantes; la noûon /nojectiKe de rapport anhar-

monique, par exemple, ne repose {[u'<'u apparence >ur la iioluni

mét'icjne de longueur. Ce n'est [)as ici le lieu de dire comment

cette autonomie absolue des diflérentes (iéométi'ies s'est réalisée :

elle ne la d iiiUcurs été que par une é\olulion assez lente. En
fait aujourdhui, bien loin que la (leoiiielne projectixe, |»ar

exemple, soit regardée comme \\\\ chapitre particulier de la

Géométrie m('lrique, c'est plutôt le eonlraire qui est exact : les

propriétés niél rnjues d'iiiK- ligure ne sont ([ue les propriétés

projectiles de la ligure plus compléti.' formée de la figure donnée

et de deux points particuliers, les points cvclicpies à linlini.

L'é\(dution dont il \ienl d'être question > est faite parallèle-

ment en Géométrie pure ou synthétique et en Géométrie analv-

tique, les progrès de Tune réagissant sur ceux de l'autre et r(''('i-
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prnqueinent. L'autonoiiii*- des difTérentes Géométries se traduit

en Géométrie analytique dans les méthodes de calcul, et principa-

lement dans le clioix des systèmes de coordonnées utilisées. Si la

Gi'ométrie métrique emploie de préférence les coordonnées car-

tésiennes rectan^iulaires. la Géométrie linéaire emploie les coor-

données cartésiennes (diliques, la Géométrie projective emploie

les coordonnées liomogéues. Irilinéaires ou tétraédrales , et la

Geiimélrie conforme de l'espace emploie les coordonnées [)enla-

spliénques, qui ont conduit Darboux à de si beaux résultats.

Chacun de ces systèjnes de coi'données repose sur la considération

du ne ligure de référence type, à savoir le triédre trirectangle, le

tiiédre quelconque, le tétraèdre et la figure formée de cinq sphères

orthogonales deux à deux. Le passage d'une figure de référence

à Jine autre se traduit par les formules de changement de coor-

données : ces formules jouent un rôle fondamental tlans chacpie

Gf'omélrie , car les propriétés que cette Géométrie étudie xmt
précisément celles qui sont respectées par tout cliangement de

coordonnées.

La découverte du principe de dualité, qui a habitué les géo-

mélres à regarder l'espace comme engendré par d'autres éléments

que des points ( droites, plans, sphères, etc.) a élargi le champ

d action «le la Géomc-lne anal\li(|ue par linlroduction des coor-

tloniK-es tangentielles. df!^ coordonnées pliickériennes, etc. On a

été ainsi conduit à constater que des méthodes de calcul iden-

liipies s ap|»li(piaient à (]<•> théories géométriques très diverses en

apparence, et cela a été la source de [)rogrès nouveaux.

Mai> c<'s progrès auraient été paralysés en grande partie si Ton

s'était borné à ne considérer que les éléments réels de l'espace, de

même (pie \,\ \iaie ilir-orie «h'^ é(|ualion> algébriques serait coin-

plétemeiil uias(piee si Ton ne voulait raisonner (pie sur des

nombres réels. L'introduction en (iéométrie des éléments imagi-

naire s e>t donc impos(''e avec une nécessite cr(»issante. Introduits

d abord d nue manière jniremenl accessoire sous forme découplés

de poinl> (ou de droites, etc. l imaginaires conjugués afin de

mieux faire comprendre la Géom<-trie réelle, ils ont à leur tour

gagné leur autonomie el sont maintenant étudiés pour eux-mêmes
;

certaines Géométries nouvelles, comme la {]r(^}^^c\r\o /lerrn/tifnne.,

n auraient aucun sens ^ans eux.
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De celle évolullou <(iin|)lc\e cl qui u\>l sans Joule pas encore

achevée, on ne voil |)as. an moins en apparence, beaucoup «le

trace dan^ lo proijraniiuo Je nialliénialiques spéciales. Cepen-

clanl ce n <'>l jjas par 1 eliel du lla^ard que lous les cours de G('-o-

niétrie analytique font usaiic des coordctnnées liomooènes dans la

llicone des pàlc> r| polaire», (pie lous >»• >ei\ent de ((xu-donin-es

reclaimulaires pour la reclierclie de> a\e> des coniques et des

quadriques. et que tous parlent du cercle imaginaire de l'inlini. Il

semble donc possible, tout en restant dans les limites du pro-

gramme, de dégager pour les élèves 1 essentiel de cr (pu. (huis le

courant de* idées géométriques modernes, peiil être mi> à l«'ur

portée. Plus franchement cela se fera, plus ils en tireront de profil,

moins grand sera 1 elfort de inciiioire néce>>Mi!f jioiii > ii-^innln

les matières du cours; ils seront mieux armé>, même pour [)a>M'r

des examens et v réussir, (jue s ils >ont encombrés de résullals

mal r(diés entir eux et ne se recommaiidaiit >oii\(miI cpic d("> pi('--

dilections, réelles <ui supposées, de lel ou hl examinateur.

Le présent cours de Géométrie analvliqui- esl iiiif iciitalive 1res

intéressante de dégager ces idées essentielle doiii
|
ai pjnlé. Le

biil (pi a |)oursiii\i l'auteur est de f(trmer l espnl dr I tl(\i ri de se

servir des matu-res à enseigner pour I aider à a((piciir une cullure

niatli<''malic[ue |>i'()j)rement dite. 13 iiiu' ])aii. il se luainlient stric-

Icmeul dau'^ [<•- limilc^ du |iroi;râmmc d n iilili^c (pi un appareil

analytique très élemenlaire : il n est presque pa» tail usage de

coordonnées obliques, et la llieorie des «h'-termi liants n est supposée

c(jnnue qu à la tin du ct»urs. Mais d autre part, il réussit, dans son

Chapitre sur les transformations géomelrupies. inspiré de la Note

classique de M. Borel sur le même siijel. à taire nettement c(mii-

prendre aux élèves la distinction entre les propriétés métriques,

les propriétés linéaires et les propriété» [iro|eeti\es des tigures. et

à leur montrer comment le choix des coordonnées à employer est

lié à la nature des propriétés à étudier. L(i rapport anharmonique

est introduit à la suite des traiistoriiialiou» lioiiio^iapliupies de

Lespace, de manière à en taire saisir la Si-ritable signiticalioii : les

propriétés projeclives les plus simples des coniques et des (pia-

driques en sont le corollaire. La corrélation el les coordonnées

tangenlielles servent (Je base à la théorie des en\»doppes et en

simplifient Texposé. tout en initiant l'élève à 1 analogie qui existe

entre les courbes et les surfaces développables. Enfin, le problème
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(le 1 inlrodiiclion iK'> éléments iniayiaalres est aljnidé fraiiciieiiu'iit,

et 1 élève est à même de voir comment toutes les notions de la .

Géométrie réelle s'étendent légitimement ;uix éléments imaginaires

introduits et peuvent être utilisées pour simplifier le> dt'-mt)nstra-

tions et. souvent, en faire saisir la véiilable signifiration.

Ln autre caractère du présent cours est l'appui que s'y prêtent

mutuellement ie'raisonnement géométrique et le calcul. L'auteur

considère, avec juste raison, que la Géométrie pure et la Géomé-
lri«' analytKpie ne sont pas deux sciences rivales dont chacune

interdit à l'autre d'empiéter sur son domaine: r\U-> gagnent au

contniirc à s'éclairer 1 une par l'autre.

l'aniii le-, jiarlio du Livre qu d v a Ihmi plu- |>iirli(iilieremenl

(le -Signaler au lecteur, je citerai l'élude de la tornie d une courbe

n-elle au voisinage <1 un de ses points, avec une démonstration du

théorème des fonclions implicites plus simple et jjIus complète

qu'elle n'est donnée d'habitude; — la démonstralion du théorème

de Bezout. où le nonibi'e des points conlmun^ à deux courbes

algt'brupies est obtenu en se l'amenant au cas où les deux courbes

sont décomposées en deux SAslémes de droites, et où l'ordre de

multiplicité de chaque p(»int d'intersection est défini soigneuse-

ment : — le j)aragraphe consacré aux courbes algébriques gauches.

La j>arlie relative aux coiirbe> et >urtaces du second ordre est

considérablement allégée, la nature géométrique d une telle ligne

ou sui'face étant obtenue directement ( dans le cas où elle est réelle),

ei la théorie des diamètres ne venant qu'ensuite. Linterseclion de

deii\ quadiupifs r^\ ('hi(h(''e assez à fond, el l alleiihitn de l'cdèNc

e»| attirée sur 1 im|)<Mlanc(' d'une énuuierat uni exacte de> condi-

tions rrun problème pour la recherche de la solution.

L aiileiir demande beaiiioup à la (( dlaboral 1011 de I ele\e. (>ette

Mianièi'e de faiie |)iésente des a\anlages certains pour les bons

elé\e.s, mais elle en présente aussi pour les élèves moyens qui

seraient guidés jiar le professeur : l idéal a rt'aliser est du reste la

collabora! i(ui simultanée de l'élève, du livre el i\\\ professeur. En
resj)èc<'. le livre rendra service au professeur lui-même; quanta

l l'IèNc. il le inellia en mesure d aborder a\ec fruit, s'il le désire,

la leel lire d uii\ rages plus (dcN ('• s. |eL
(
pie |r beau Li\ re de Darboux

sur le* l'ii iicijii's lie hi (ii'onii'l rii' <iiiitlyli<jm'

.

\'.. (.\i;t\.\.
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MELANdKS

SUR LES INTÉGRALES DE FRESNEL;

Par M. \. liLOCH.

A-t-on déjà remarqué que le procédé lialjiUiellenient employé

pour calculer / e~-^' dx ^ a|)|)lit|iic <''palenienl aii\ iuté<irale.s de

Kresnel

f = / co'fj-'/x el J — / i^iiix-c/x?

Ou a

I =^ / co^x-dr=
I

co?< 7.' x- 7. dx

.

' «Il

D"..ri

le—*'= / e~^' coiy.'x-7. dx.

lutéi^raul par lapjjort a a entre et oc. il \ leat

,
1,-1 /'"le—*'( Cn'iT.'' ./- -^ X- <\li X- X- il" , I

/'' dx -\
I X - 1/~ = - / —

; dr = -
I

=: —
A 1 J^^ \

I — J"« |„ lj\ ^X'

D'où

On légilinierail laeilenicnt les opéra^l(tn^ ([iii piccèdent. Mais,

pour concilier la rioueiir el la rapidité, il païaît axantaj^eiix de

recourir à lartilicc Mii\aut I employé pour / ^^ ''r/jdansMÉuw.

Leçons nouvelles siii- l'Analyse in fiJti(ésiniale, l. îil. p. 38 |.

Posons

f{x)= I
e~"'dii=

I
xe-'''' di'\

o(x}=
f

roiit'-dii^=
I

X co'^x'-r- di\
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On a
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D où. en intégninl par rapport à .r.

, 1 /" e^^''''^ — (- TDs.r* -^ *in 1-2 x- I — e~''i — cost* J-- -1- f' siit J"* )

/(p = C ^ - / ; dv.

Faisons j:; =: o. il vient

<l où

1 r ' l^i-:'— - ; (II' :

i"aiMin> maintenant cnùtie r indéliniinenl. On a

I /" e~-'''''U — v^ c<>%j-^ ^\nv'-:r- ) — e~'^(— cosf*:r--^ t'^ sin r* ,

- / dv

< j {e-''-'--i- e-'") dv.
•

Or

f e- '''-
di> <- f e-""'""' f/r

l r
- V

(pu tend \ iMx o. On a donc

I imf (x )'jt(jr } = ::v^

D'ailleurs

l imf ( X )— - y/- ;

lim-i( j- )= -
t / -•

ToJil ee (iiii précède > applhpie à

.1 — / *iiia"* dx.
•

()ii troiiNc. coiiinie on >ait. la inèine \aleui
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SUR L'UNICITÉ DU DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION
EN SÉRIE DE FONCTIONS SPHÉRIQUES

;

Par m. Michkl PLA.NCHEREL.

La méthode exposée dans mon Mémoire Les problèmes de

Cantor et de du Bois-Ileyniond dans la théorie des séries de

polynoTues de Legendre {^) permet d'obtenir, sur les séries de

fonetions sphériqiies, quelques résultais que je me propose d'éta-

blir ci-dessous. Si ces résultats n'ont pas la généralité de ceux que

j'ai obtenus pour les séries de polynômes de Legendre (^), cela

tient aux difficultés nouvelles qui se présentent pour les fonctions

de deux variables et que j'indique dans les paragraphes 6 et 7.

CHAPITRE L

l'ordre de grandeur des termes d'lne série de lapkace.

\ . Le cas d' une Jonction somniable. — Représentons par "b, <ï>

les coordonnées polaires d'un point sur la surface S d'une sphère

de rayon i , et par to la distance sphérique des deux points de coor-

données (2r, <ï>) et (2î', <ï>'). Nous savons que

cos'o = cosâr cos2r' -i- sin2r sinSr' cos(<ï' — ^'
)

et que l'élément d'aire au point (2? , 4> ) a pour expression

d<:' = sinS?' d?j' d^ .

(') Annales de VKrole Normale supérieure, "i- série, t. \X\I, 191 1. Je dési-

gnerai les nombreux renvois à ce Mémoire par l'indication du paragraphe ou de

la formule précédée du chiffre I.

{^) Les résultais du Mémoire cité ont été considérablement étendus par l'appli-

cation d'une méthode de M. de la Vallée Poussin. (Noir Comptes rendus de

l'Académie des Sciences, t. 167, 1918, p. Saô.)

Bull, des Sciences mathém., 2* série, t. XLIII. (Seplenibre 1911) )
i5
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F(H7, 4>) étant une fonction sommable sur la surface S et P„(x)

représentant, comme d'habitude, le polynôme de Legendre de

degré /?, nous pouvons former tous les termes de la série

ce

I
«=0

Nous appellerons cette série, sans rien supposer sur sa conver-

gence, la série de Laplace de F (S, <ï>). Inversement, étant donnée

une série quelconque ^X„(2i, $) dont le terme général est une

fonction sphérique d'ordre /?, nous dirons c|ue cette série possède

une fonction généralrice F(2i, *!)) si elle est la série de Laplace

de F(2>, <I>), c'est-à-dire si son terme général vérifie la relation

(0 X„(â-, *) = ' " ^
'

/ F{S-', *) P„(costo )drs'.

Deux fonctions qui difi'érent sur un ensemble de points de la sur-

face sphérique de mesure non nulle ont leurs séries de Laplace

différentes; c'est une consécpience immédiate des résultats relatifs

à la sommation d'une série de Laplace parles moyenne» de Cesàro

du second ordre ou par le procédé de M. de la Vallée Poussin.

Théorèime I. Si F(2r, <ï>) est, une Jonction sommable sur la

surface sphérique^ on a, unijorniénienl sur cette surface^

lim / F(2?', *') P„(cosw) rfc7'= o.

" = * «-^s

l^renons £ > o quelconque et tléterminons li z=^ h ( e), indépen-

dant de (2r, <J>) par la condition que l'intégrale de |Fj étendue

à une calotte de centre (sphérique) arbitraire (2*, O) et de

raAon [sphérique (')]/* soit inférieure à £, en formule

/
I

F(&', <!»'
)

I

rfa'< £.

Cela est possible, parce (pic V est soiiiiiiiddc sur S. Découi-

|)osons mamlciiaul S en trois |)arli('.s : une calolle y\c centre (S, <I>)

(') Coinine il ne sera question que tie points situés sur lii surface spliériquc et

tic distances et d'angles mesurés sur celte surface, nous laisserons dorénavant de

côté le iriot iphérique.
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el de ravdii II. la caloUf syinétrique de ceulre (
•: — ?j. 't-f--) el

de raAoa h cl la zone intermédiaire. Nous aurons, en supposant

bien entendu h <' - >

J'
F( 37', <ï>' jF„(cosoj) û^ff'

s

=
( /

-^ / -1-/
)
F(S?', *'; P«(COSWjflf7'.

Comme
|
P„(cos(jl)

) |

< i , nous aurons, pour la première et la troi-

sième intégrale du second aiend>re,

L^L
'1)5. A «^-'i)_7;

—

h

< -iS.

/ F(27', *',) P„( cosoj)(/a' < —L /
I

F(S>', *)
I

o't'.

Dautre part, la formule asymptotique (2) de I (§ l), rela-

tive à P„, montre l'existence dune constante k=zk{h) telle

que |P/, (cos(o)
|
<< —= dans la zone //<<<'>•<"— /'• t*ai' suite, quel

que soit le point (Hj, <î> ) de la surface spiiérique,

k
F(:;5', fl>'

,) P„( cosoj) rfa' <-
r < O) < 7: - /( \

11 suffira donc de déterminer N par la condition

A f\¥iy,^')\ch'<z
V/A ./s

pour voir que 1 intégrale qui ligure dans l'énoncé du théorème est,

en valeur absolue, inférieure à 3s, pour n > N, quel que soit (Ir*, <ï>).

Le théorème est donc démontré. Il peut encore s'énoncer sous la

forme suivante :

Théorème 1'. — Le terme généial X„(.'i. <I>) de la série de

Laplace d'une jonc lion sonimable sur La surface sphérique

véri/ie, unijormenient sur cette surface^ la relation

Ilm = o.

"1. Le cas d'une fonctio/i de carré sommable. — Lorscjuc

F^Sr^ tl> ) est de carié sommable, c'esl-à-dire lorsipic j V- d'y est



i84 PREMIÈRE PARTIE.

finie, on peut obtenir une estimation plus précise de Tordre de

grandeur, estimation donnée par le théorème :

Théorème II. — Si F(3>, <I>) est une fonction de cari-é som-

niable su/- la sur/ace sphérique S, on a, uniformément sur celte

surface^

liin \fn i F( 2;', <ï>'; P,j(cosw I rfff' = o

OU le thécjrème équivalent :

Théorème II'. — Le ternne général X„(^S7, ^^ de la série de

Laplaced une fonction de carré sommahle sur la surface sphé-

rique vérifie^ uniformément sur cette surface^ la relation

lim r=— = o.

L'identité de Bessel (I, § 3). qui résulte de lOrlhogonalité des

fonctions sphériques. montre en efl'et que la série

n=

est convergente. Or, la relation fondamentale des fonctions sphé-

riques

(t) X,,f2<, <!>)=
"^"^ '

/ X„(27'. «ï>')P„(cosw)rfa',
4- Js

à laquelle on applique le lemme de Schvvarz. montre que

^ 1- / .'s .'s
^~ -'s

et ([lie. |)ar Mille,

Par conseciuent, la série > est unitormement convcr-
1 ^ i.n -h i

/i =n

gente. Ecri\iiiil que >oii terme général It'iid \crs zéro, nous (thte-

n<»n>< le I Ikihcmm' 1 1 .
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Une aulre conséquence, qui nous sera utile, de la convergence

de la série précédente, résulte des inégalités

~ ^^ in -+- i .^É n-[ nÂ^
I

/i ( /i -H I ) [ / ^ in -^ \ ^ n- \ n -+- i

)•'

sn=p J n=p n=p

et nous donne le tliéorènie/

Théorème III. — Si\n{^, ^) ast le terme ^én<-i-al. de la série

de Lap lace cV ane fonction de carré sonnnable sur la surface
ao

/ ' • / ' • V^ X«(Sr, 4») , , ^ ...

spherique. la série > —-^ { converge absolument et uni or-

mément sur cette surface.

Notons, pour terminer, qu'il est impossible de remplacer, dans

les théorèmes 1' et II', les fonctions /?, y/« de l'indice par des fonc-

tions monotones à croissance moins rapide. C'est un résultat que

. Ton pourrait déduire des théorèmes généraux de M. H. Lebesgue

sur les intégrales singulières (').

CHAPITRE II.

L'iNTÉGRAXrON TERME .\ TERME D'uNE SÉRIE DE I^PIACE.

3. L'intégration ternie à terme sur une calotte.— Nous nous

proposons, dans ce Chapitre, de montrer qu'une série de Laplace

peut être intégrée terme à terme sur une calotte (-); plus préci-

sément :

Théorème W. — 6"^ ^^ X,j (.3r, <I>) est la série de Laplace
n—O

d'une fonction somtnable F(S, *!>), on a, sur une calotte de

centre arbitraire (Sj, $) et de rayon arbitraire /•,

(') H. Lebesgue, Sur les intégrales singulières [Annales de la Faculté des

Sciences de VUniversité de Toulouse., 3' série, t. I, 1909 (p. 25-117), p. .^2 et 55].

(-) Il esl probable que riiiLégralion terme à terme d'une série de Laplace est

permise sur des domaines sphériques plus généraux. Mais notre démouslration

ne s'étend pas à ce cas général."
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La convergence de la srrie du second membre est uniforme sur

toute la surface spliérique relativement à (2i, ^).

Le terme général de la série intégrée terme à terme peut s'écrire

sons la forme

On a, en effet, en tenant compte de la formule ( i),

en désignant par w' la distance des points (Sr , <1>
) et {?j\ <l>"), et

par d'j" l'élément d'aire au point {?j\ ^' ) La sommabilité de F
légitime la permutation des intégrations au second membre, qui

devient

(3;
' " ^ '

/ c/t F(27", *") / P„(cosw')rfa'.

Or, si nous représentons encore par co la dislance des points

(37, <^) et {?j\ <!>'), et par 'l l'angle au sommet (2î, $) du triangle

sphérique déterminé par les points (2?, <ï>), (2f', <I>') et (2r", ^"), la

formule d'addition des fonctions sphériques (I, § o) donne dans ce

triangle
n

P„(cos to') = P„(cos w) P„(cos to") -i-^ a,,.,. P,,,,(cos co) P„i(cos to") cos «•!/

et peiniel tl'écrire, en lentaïquaiil cpic (/7= > i n (o r/ro r/'!/

,

(4> / P„(co';to') <;/j'= / du) / P„(cost.j') sin 10 t/'I/

= A- P/ifcosw") / P„(cosw) sin u) rfio.

•

Donc

(-,) f X„(27',<|.')^7'

= —; / F{?j°, 4>")P„(co?<m") di" .>.-
I P„ (coso» ) sin oj (/(»

'•" -s
^ •',

= 1T. \„('b, *l> j / P„( rosto ) sin (o t/(o.
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On b.ait (I, § 4, form. 4) f{Wf

P„_,(cos/-)— P„+,(cosr)
/:- (costo) sin to f/oj

Par conséquent, pour /• =:^ o,rc, cette expression est de Tordre de

grandeur de ——• Cela ne suffit pas pour affirmer la convergence
n </n

de la série dont (5) est le terme général, car de X„(2r, <E>) nous

, ,. X„(H7, <ï>
) ,.

I , ,savons seulement que uni—^ = o. 1 our démontrer la conver-

gence uniforme de cette série (qui peut n'être pas absolument

convergente), nous devrons donc procéder autrement.

L'expression / F(2f
, ^') di' est une fonction du point (S', $).

^lùSr

Comme c'est une fonction bornée, nous pouvons former sa série

de Laplace. Désignons par Y„(2», <ï>
) le terme général de cette

série,

Y„(â, *) =
'^'^^^

I
ch' P„(cosoj) / F (27", <P") ch". ,

Permutons Tordre des intégrations, ce qui est permis, puisque F
est sommable. Il vient

¥„(&.*)= L!l^tl f drs" F ( 3", *"
) Ç P„ ( cos 0) ) dn'.

Un calcul analogue à celui de (4) montre que

P„(cos u) ) «/a'

=
'2 71 P„(cos w") I P„(cosa)') sin oj' û^a)'= / P,j(co$tu') <ia'.

Par conséquent, en tenant compte de (3),

Y„(2r,4>)= ^"^^ ' f d^"Y&\^") f Pn(cosuj')da'= f X„(3',<i>') rf'^'-

La série intégrée, dont nous avons à faire l'étude, n'est donc pas

autre chose que la série de Laplace de la fonction / F(3', <P')dT'

.

Notre démonstration du théorème IV se ramèiie donc à celle de la

t/O)'
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convergence uniforme de la série de Laplace de / F(37 , <î>') t/o-'.

4. La fonction 1 F(Sf', <P')ch'. — Nous savons que si une

fonction/ (^2/, $) possède les propriétés suivantes :

i" Elle est continue sur la surface sphérique;

p.° Sa valeur niovenne

^ (i> = //

sur un parallèle de pôle (Sr, <l>j et de rayon (sphérique) h est

une fonction à variation uniformément bornée de A,

/
'^|d/(27,*;/o

dh
dh < M, indépendante de {"b, 4»);

la série de Laplace Atfi^, <I> ) converge uniformément vers cette

fonction sur toute la surface. 11 nous suffira donc; de montrer que^

la fonction

/(2r, 4,,= r F(S7', *')t/j'

vérifie les deux conditions précédentes. La première résulte sans

autre de la sommabilité de F. Car, à tout î > o on peut faire cor-

respondre un nombre o = ô(£) tel que, sur tout ensemble E de

points de la surface sphérique, de mesure inférieure à 8, on ait

J'
\V (?3^^)\(1'7 <ii. Il suflil donc de prendre deux points assez

K

voisins poui' que les parties non communes des calottes de rayon/'

ayant ces points comme centres aient une mesure totale inférieure

à pour en conclure que la différence des valeurs de /en ces deux

points est inférieure à s.

Pour vérifier la seconde, formons la valeur moyenne

/(à,'|.;A) = ^-^-r f <ll' f F(2r", *")rfj",

où (il' représente l'élcincul (farc au point {^\ ^ ) «lu paral-

hde (<) ^= h de pôle [3^ <1>) et de rayon A, et 2Trsin/i= / dl'
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le priimèlre (\e ce parallèle, l.a permutalion (lé';ihmo à cause fie

la sommabilité de F) des deux intégrations successives donnera,

en désij^nant par Q et A les nouveaux champs d'intéoration,

f(?j,<P:h)= ^ f dn'Yi'b".^") f dl' = ^ f l F {^j" ,
<^"

) d'y"

.

ii est le domaine des points (^", <l> " ) dont lii distance au |jaral-

lèle w := A est (en valeur absolue) Sr; À est Vnvv form»!' parles

points (2r , <D') de ce parallèle, dont la distance to'au point (^3", <^"j

est ^r. Les nouveaux champs d'intégration dépendent, quant

à leur forme et leur grandeur, des grandeurs relatives de A et /•.

Supposons, poui' lixer lesidées, que /• < -• Il se présentera alors

les cas suivants. Si o < A ^ ;•, ou si 7: — r'^/i <Ctz^Q se réduit

à une calotte de rayon li~\-r et de centre (2r, $) dans le premier

cas, de rayon - — li~^r et de centre (t — 2r, <I>-f-7t) dans le

second cas. Si /<;/<•<" — t\ iî est la zone comprise entre les

deux pai-allèles o> = /i — / et w = A -\-i'- Dans les deux premiers

cas (o <C li'^r cA tz — rS/i <_ tt), l'arc A comprend tous les points

du parallèle tu ^ A lorsque la distance /' des points (2r", <ï>") et (2»,<ï>)

est <^r — A (premier cas) ou >> SiTr

—

(n + h) (deuxième cas).

/ di est donc alors égale au périmètie 'j.TcsinA du parallèle. Dans

les autres cas [/' •< A << ~ ' ;
A ^ /•, m" > /• — A ; A ^- — /',

co"<<27i; — (/ -|-Aj], la longueur A= / di' se détermine par les

considérations suivantes. Soit (^Sji , <1>| ) un des deux points du paral-

lèle i>) ^ h qui soit à la distance /• du point {Xj\ <I>'). Le triangle

sphérique des points (.r7,<I>), (.3r,, <!>,), (Sï, $') a au point (.3?, tp)

un angle dont la grandeur s'exprime aisément en fonction de A et

est égale à —r^ • La trigonométrie donne donc dans ce triangle

cosr = cash cosco"-i- sin h sinco cos
1 sin A

Par suite,

. . , Tcos/-— cosA cosco'n
A = 2 sin n arc cos -.—;—

:

;;
•

L sm rt sin w J

En distinguant les différents cas, selon les formes de iî et les graïa-

deurs de A, il viendra donc :
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Pour () <; A ^ /•,

J1,1" ^r— h

;— /j<(0"</- '-h

Pour r <^ h <Z - — r.

„ ^ ,, ^„ cosr— oosAcosto , „
r ( J , <J> I arc cos :—;

—

-.

j-, au .

SI 11 n sin 10

Pour 7: — r <i h <C~-,

~ -h-h — i < fO" < 2 ~ — ( r -h /;

F(2r", *"j f/î".

„ ^ „ „ COS/- — COS A COS (O ,„
r (.j . «î>

) arc cos ^

—

-,—

:

de .

sin Al sin w

„,r^,, ^„, rosr — cos/icosio ,„
r f :j .* )arc cos :—;

—

. r acr
sin/i sin to

<> "_2 7î — ir+ /i I

Pour /* ~ - ' il peut arriver que le domaine Q, qui sera encore

une calotte ou une zone, se recouvre en partie; on arrivera cepen-

dant encore à des formules du type des précédentes.

Les termes

f \' ( 27", *" ) «'a" , f F ( "b", 4>"
) di"

sont des fonctions de /i avant par rapport à h des dérivées som-

uiables dont elles sont des intégrales. On s'en rend compte en les

exprimant comme succession de deux inlét;ralcs sinqiles. On a,

pour la première, par exemple, en notant (/t =: sm lo dxo dy
^

I F (b" . 'i>" ) de" — I du^'xnu 1 F ( 2?". *"
) r/v

.

Il suffira donc de montrer que les fonctions du type

cos /• — ios/( cosco"

conc

ent une dt

lure que / —
^0 1

F(;3", <|j") arc cos
sin h sin to"

de"

-r<ti)"<// -+-/

possèdent une dérivée soumuihle dont elles sont rintégrale, |)(^ui-

dh
dli est hoi-néc.
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o. Uinlési^rale G (/» ). — Nous aurons besoin, poui- son étude,

Hu lemme suivant :

Lemme. — Soit f{t) une fonction sominable dans V inter-

valle (o, TT); g{h^ t) une fonction continue dans le domaine B

(

—

rSf£/\ rSh<- — /•), sauf peut-être pour t=±:r, telle

que I {g^h^ t.)\dl soit une fonction continue de h dans

l intervalle r < h < t. ^ r et que
^^
—- soit somniable

(superficiellement) dans le domaine B. Sous ces hypothèses^

f / (^*+ ^ (^' '^^^ ^^' une fonction sornniahle de h dans

Vintervalle (/', -k — /•).

Nous remarquerons que, d'après un théorème de Fubini sur les

intégrales doubles, les deux expressions suivantes, obtenues par

intégrations simples successives permutées.

(T.)

f
' dh f \/{/>^t),^{h,t)\d/,

/ dt \f(h^t)g{h,l)\ dh,

existent ou n'existent pas en même temps. De l'existence de la

première résulterait que / \f{h-[-t) gi^i f)
I
dt est une fonction

sommable de A, et a fortiori l'exactitude du lemme. Nous mon-

trerons (pie la seconde expression (6) existe. Partons pour cela de

l'intégrale simple / \f(J' -{-t) g{h, t)
|
dh qui existe certaine-

ment, saut' peut-être pour t=^±:.r, |)uisqiie g est pour les antres

valeurs de l une fonction bornée de h et que f{h-\-t) est une

fonction sommable de h (le |)roduit d'une fonction sommable par

une fonction bornée est encore sommable). En l'intégrant par

parties, elle devient

,7t —r

f \f{h-^t)g{h,t)\dh = \g{TZ-r, t)\ f \f{h-r-t)\d/,
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Au second membre, chacun des termes osl une l'onclion sommable
de t dans (

— /•, +/'). Le premier est, en effet, le produit d'une

fonction sommable de t :
\

g{Tz — /•, t)
|

par une fonction bornée

de /. Le second est sommable par rapporta /, parce que l'intégrale

superficielle

du produit dune fonction bornée dans B pai- la fonction —-4-^

sommable dans B existe. Le premier membre est donc une fonction

sommable de /, ce qui assure l'existence de la seconde expres-

sion (6).

Nous aurons à appliquer ce lemme en |)renant pour g{h, t) la

c d\{h, t)
tonction -, ou

(jt

, , ^., cos/' — ros A cos( /j -f- /)

«m h sin( n -4- t)

et pour /{t) le produit de sin^ |)ar la valeur moyenne
F(2r, <I>; t) = F(^) de F sur le parallèle de centre (&, <ï>) et de

rayon t

(8) F(2r, «ï>;0=— f F(^", <ï>")rfy,

y désignant l'angle que font au point (Sj, <I>) un grand cercle fixe

et le grand cercle des points (.3», $) et (2r", <I>"). F(/,) sin/ remplit

évidemment les conditions du lemme, puisque

f F{y,^")ch"^ ir. f F(t)sintdt.

I T II- - . iTc 1 - r • • àl(/l. t)
Un calcul (lui ne présente aucune (iiiiicuite lail voir nue —^

' ' > àt

est un(; tonction continue dans B, sauf pour t. ^^zt: i\ qu'il en est

, , , d2X(/i, n j .. . , . • <• •

ne mem<! ne —-r—,— el ciue ces deux tondions (le\iennenl mlnues
oh ot.

'

_i_ I f. d\{h,t)
, , .

poui' t = ±i r comme • (.omme — ne cliange de signe
^r- — f- "^

que sur une seule ligne du domaine B, on conclut aisémeni

dXi /i. t)\ III I > I

est sommalile dans j> el (uie toutes tes autres con-
0/

I

1

dilions du lemme sont rem|dies.

f)
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Transformons G (A) en introduisanl ch"= s'into" dio" dy et en

tenant compte de la notation (8)

r/L\ ' r
'^'^

^ " r'^i7/c-'/ ^„x cosr — cos/i cosoj"
.

Li(/i; = — / ao)
I r(.v.q>)arccos :

—

-,—

:

sinoj a/
T^ Jfi_,. Jq sin/isinoj '

I T^ , „ .
,f

cosr— cos/icosoj , ,,= 2 / h ( oj ) sin oj arc cos :

—

-,—

:

aoj .

./, sin/j SI 11 (jj

Intégrons par parties et remarquons que arc cos s'annule

pour (jj"r= h.-±L /,

G(A ) = — >. I du I F('(o") «in w" do/ — arc cos
d cosr — co?'hco<u

si 11 h si II «

Le changement de variable u = h-\-t donne enfin, en introdui-

sant labréxiation (
- ).

do)"

Nous sommes maintenant à même de montrer (jue G(// ) est Tinté

grale indéfinie d'une foncti(in sommable de h et que l'on a

i ciG r' T- , , 1
dl(h, f\

,

(9) -,^= |^^F,,/, + 0s.n(/. + 0-^5^-^/^
.

Nous démontrerons pour cela que le second uiembre de [g) est

sommable en A, et que son intégrale prise entre /• et h est égale

à [G(h) — G (
/

)
I

. Le premier terme du second uiembre est

sommable en vertu du leuime; le second, parce Que , est som-

niable dans B et que son facteur est une fonction bornée dans B.

En intégrant le second uiembre entre / et h, nous aurons donc

I
du F(u-h f)sin{u-r- t) — dt

c'' j r'' ,,'^>-À''",M r"^'n / «
I du \ <lt— / r ( oj isinw tAo .

/ / du ot I
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Retraiichi»as-eii la quanlilc mille [parce que ).(«,

—

r)= /\u .~\-r)=o\

presque partout.

I F(u)sinu —^^ dt = F(u)su^u / :— dt,

préalablerueut intégrée entre les niènies limites /'. A. 11 vient alors,

pour (loj.

I
du

I
( F I » -f- / j sin ( « -H / )

— F( u) sin u
]

, f , d- /.{ U, t ) f „ „, . „ , „du I (Il ^

/ F(iu isinoj d(xt .J du ôt .'
^

dt

cl par |)criiiulat Kiu •le> uitéi;rations

II

I dt i [¥{u^t)^\n{u^t)--F{u)%\nu]

I / , d- /.< U, i ) / _ , „ . „ ,

- / dt I du I F(cu tsiiito diu
J .1 dudt J '

1/— r ' r ^11

0\(u, t) ,
^ du
dt

Intégrons |)ar parties dan? le |)reniier terme: il devient

r'' , o'/.[ h, t) r'\^ . „ . , ,

/ dt 1 [ r ( a ^ / ) sin ( ^^ -r- /) — V \ u \ siii u
\
du

«-'_ r •- r

- f dt f
'du

^'
'^),";/^/ V(^ -^ sin'

l ^ 0- F' :)sin^] d^.

>i nou.N Icuons compte de

I
IF($-i-f;5in(ï + /j— F($;sini)</î

• r

=
I

F(; ) sinç c/ç — / F( ; isill; ^/ï,

cl de la n-lalion analitgue ohlenue en prenant i/ = /i^ (lo) de-

vienrlra. >im|)lifications taite>.

dt
I

P(;)s.n«rfï— / dt
I

lMi)^in;t/ï
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La première intéi;rale ii est autre que — -0{h). Si, (laii> la troi-

sième, nous permutons l'ordre des intégrations, elle deviendra

J_,. J,. 'J,. f" f^f

dt
àl(h, t)

f Fi^>imldi-fdf^^^^^f' Fa)s-.nldi

= f"d^'^^f'^'^(i>.n^d^^lGir,

(lo) se réduit donc à |(i(//j — (j(/)|. F^a formule (^9 ) aln>i

'^'
\dGih

dli estvérifiée montre ensuite sans ditticulté que /

intérieure à une constante indépendante rlu point Cb. <I>i. 11 en est

donc de même de /

entièrement f^émont^é

"'

I

c//( 27, *; //;

dh
dli. Le théorème 1\ est ainsi

CHAPITRE lU.

LES théorèsIes d'ixicité.

6. La fonction 7 "
"*'— et Vanalosue d^an théorème de

•' ^d n( n -hi) ^
n ^ 1

Riemann. — De la converi;ence en un point d'une série de fonc-

lions sphériques ^ X/, ( 37. $ I nous savon>, |)ar un Irmme clas-

sique d'Ahel. déduire la converoence en ce point de la série

\ ' "
• mais de la com criicucr de la iifcniière série dan- tout

un domaine ou même sur toute la sphère, nous ne savons rien

conclure sur la coinergence uniforme ou quasi uniforme (au

sens d'Arzela ) de la seconde dans ce domaine ou sur toute la

sphère. Comme dans ce qui suit nous aunuis lu-soin de la conti-

nuité de la fonction représentée par la seconde ^éric, nous serons
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obligés de supposer expressément que celle .•>t'ii<- eomerj^e

uniforménient. Nous rencontrons ici une difficulté qui ne se pré-

sentait pas pour les séries de polynômes de Legendre; nous

pouvions alors conclurr. de la convergence presque partout d'une

série 2rt„P„ (cosHt), la relation lim —^ = o de laquelle découle la

c I
V^ a;jP«{cosH7 ) , I . I 11(•(tnvergence uniiorme rie 7 —

^

-—. J,e theoreuie duquel
'^ .^ n(n ^\) 1

déri\e la relation lim-p: -_ o n a pas fléquivalent connu pour les

fonctions X„(2j, <Ï)V ou pour les coefficients du dé\eloppemenl

de X„(2r. <ï>) suivant les fonctions P„f.

Pour établir le théorème fondamental, analogue (hi tbéoréme 1\

(1, § 8), nous calculerons d'abord la valeur de

AîX„(J, *;/o = ^ / X„(B7',4>')c//'-X„(2r,*)

j)our une fonction sphérique quelconque d'ordre }i. jNous partirons

ponr cela de la relatien,(2j (|iii entraine, par permutation légi-

time des intégrations,

\<i \„i?j. «t>; /o = ^" — *

1 X„(27', «1>')A2 P«(cosw; A jû^t'.

Or, nous a\ons lrou\é [l, § o) que

A., i'„(costo; /j) = — P,j(cosco) [i — F„(cos/j
)
J.

Par suite,

(il) A, X„(S7,«1>; h) =— [i— P„( (•os/j)JX„(2?. «!>).

Nous en déduisons pour \c parauiètre généralisé de Beltrami,

à titre de vérification (I, § o),

(12) ^l\„i?J,<\>)=z\\m ^l-^^ii£lJîliA^ =-n(«-hf)\„(3j,*).
sin^ -

2

{A suivre.)
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COMPTKS KKNDIJS Kl' ANVLYSKS.

LECORNU (Léon). — Cours de Méc.\nique, professé à l'École Polytech-

nique. Tome ni, 1 vol. grand in-S", 111-668 pages. Paris, Gauthier-

Villars et C'% 1918 (')•

L'auteur imus prévient lui-iuème dans son Avertissement que

les notions traitées dans ce troisième \ olume dépassent notable-

ment les limites actuelles de l'enseignement donné à l'Ecole

Polytechnique. Actuelles, car il faut prévoir un prochain rema-

niement des |)r<)grammes ayant pour effet de faire rentrer dans le

cadre classi([iie maintes questions qui encombrent actuellement le

seud des cours de Mécanique appliquée et y occupent une place

que Ion préféi-erail réserver aux questions spéciales que la

technique moderne a \u naître et se développer. Il en résultera,

par contre-coup, la disparition de certaines questions abstraites

qui se sont peu à peu introduites dans l'enseignement et qui pré-

sentent un intérêt extra-uiécanique. On peut très bien abandonner

à leurs lectures personnelles les esprits curieux des idées de cet

ordre et alléger le cours de ces développements ingénieux, souvent

même profonds, mais peu utdes. et réserver un temps précieux à

des questions d'un caractère plus réellement mécanique.

Le simjjle énoncé des titres généraux des matières traitées par

M. Lecornu dans ce troisième ^ olume donnera déjà une idée de

l'esprit dans lequel le savant professeur de l'Ecole Polytechnique

a couipris ses judicieuses additions.

Livre X : Résistance tles matériaux.

Livre XI : Hydraulique.

Livre XII : Thermodynamique.

Livre XIII : Théorie des machines.

Livre XI\ : Notions d'aviation.

Nous allons successivement passer en revue chacun de ces cinq

Livres.

() Voir IfS Bulletins, l. WWIII. i()\'\. p. 27'!, pour l'analyse du premier

volume: t XL. 1916. p. 109. pour l'analyse du deuxième volume.

Bull, des Se. math., 2' série, l. XLIII. (Octobre igi;)-) 16
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Livre X. — Résistance des matériaux

.

Sous le nom de Résistance dt*s matériaux se groupe aujour-

d'hui un ensemble de questions un peu hétéroclites qui mettent

principalement en œuvre une méthode essentiellement géomé-

trique, la Statique graphique, dont l'initiateur fut Culmann et qui,

depuis ce savant, s'est puissamment développée sous l'impulsion

d'hommes tels que Maxwell, Cremona, Maurice Lévj; on connaît

le magistral Ouvrage que ce savant a publié en France sous ce

titre.

La Statique graphique, par ses {principes, est le lien naturel

entre la Statique pure et la Technique. Elle consiste, comme on

sait, en des constructions géométriques spéciales qui mettent systé-

matiquement à profit des conceptions dont la rencontre en Statique

pure semble de prime abord accidentelle comme le polygone des

forces et surtout le polygone funiculaire. La portée générale de là

considération simultanée de ces deux polygones ressort déjà dans

l'usage que l'on en fait dms lu Statique elle-même pour la détermi-

nation de la résultante de plusieurs forces coplanaires et pour

la construction des moments.

Sur cesjmêmes principes et sans données nouvelles se développe

l'importante théorie des systèmes réticulaires et plus particu-

lièrement des systèmes triangulés qui trouvent un vaste |champ

d'applications dans l'établissement des poutres et des fermes métal-

liques.

L'ensemble des questions qui se rapportent à ces problèmes

spéciaux ont été synthétisés par Maxwell et Cremona dans la

considération des ligures réciproques qui. par un retour fréquent

en Géométrie, dépendent des propriétés métriques d'un complexe

linéaire. Ces figures sont, en effet, les projections orthogonales,

faites sur un plan normal à Taxe central dun complexe linéaire de

figures de l'espace polaires réciproques les unes des autres par

rapport à ce complexe.

L'espace restreint dont disposait l'auteur la obligé à limiter à

quelques pages, qui constituent le premier Chapitre du Livre X,

l'exposition des points essi'uticls de cette féconde doctrine. C'est

qu'en effet, la Statique graphique se prête à létude de phéno-



COMPTES RENDUS ET ANALYSES. i99

mènes d'un autre ordre qui constituent plus réellement ce que

l'on convient d'appeler la Résistance des matériaux ; le champ en

est immense.

Toutes les considérations qui précèdent reposent sur l'hypo-

thèse approximative de l'indéformabilité et de l'absolue rigidité

des pièces àe l'ouvrage constructif étudié, et c'est pourquoi elles

ne sortent pas du cadre de la Statique pure. Mais cette conception

est très insuffisante, et c'est dans la considération des déformations,

localement très petites, des corps que l'on trouve les moyens de

calculer les efforts qu'ils subissent et de prévoir les formes qu'il

convient de leur donner pour assurer leur résistance.

La théorie de l'élasticité, fondée sur des hypothèses générales,

analyse, comme on sait, les déformations locales assez petites pour

que leurs carrés, puissances et produits soient négligeables devant

les expressions linéaires de ces quantités. De la sorte, les règles

pratiques du calcul sont les mêmes pour elles que les règles

logiques du calcul des infiniment petits. De là le nom à^ infiniment

petites qne^ par un abus de mots, on attribue à ces déformations.

Mais si la théorie générale de l'élasticité est de nature à satisfaire

le mathématicien par la pureté de ses principes, par l'élégance de

ses formules qui placent les problèmes d'élasticité sur le même
courant analytique qui porte déjà tant d'autres théories de

Physique mathématique, elle donne en revanche difficilement

satisfaction au technicien qui recherche surtout des résultats

numéri(|ues, fussent-ils approcfhés, et qui ne peut tirer aucun

[jarti du résultat formel le plus élégant s'il ne conduit pas à des

nombres.

La nécessité d'aboutir a donc suggéré d'essayer d'autres

méthodes, fondées sur des hypothèses plausibles, inspirées par les

(•onditions spéciales où se présente chaque question traitée. Au
lieu d'une théorie unique, on a ainsi réalisé un ensemble de

théories spéciales détachées, qui n'a pas évidemment l'allure philo-

sophique de la théorie de l'élasticité, mais qui, par les facilités

des calculs, par leur aptitude à fournir un résultat approché mais

sufiisant, rachète au\ yeux des praticiens une incorrection appa-

rente. On doit donc regarder ces méthodes comme des manières

d'approximations qu'il ne faudra pas utiliser sans réserves et qui

tlevront leu^ valeur à la sagacité apportée dans leur emploi.
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On sait du reste que, même si la théorie de l'élasticité peut

mener jusqu'au bout une question technique, dans les cas les plus

simples, par exemple le problème de Saint-Venant, l'adaptation

des Lypothèses aux conditions de réalisation matérielle soulève les

plus sérieuses difficultés et que, par ce côté, la théorie de l'élasti-

cité elle-même est loin de donner toute satisfaction.

M. Lecornu passe en revue les problèmes usuels delà résistance

des matériaux et d'abord la traction et la compression uniformes.

Au sujet de la loi de Hooke et des allongements proportionnels,

il a bien soin de faire le départage entre les phénomènes réversibles

et ceux où se manifeste l'hystérésis; il relate l'influence de la

durée sur la production de ces phénomènes. On sait que le rôle

du temps et de la durée dans les phénomènes de déformation prend

chaque jour plus d'importance: son étude, conduite avec critique,

donnera la clé de bien des phénomènes encore obscurs.

L'auteur expose ensuite la théorie des poutres et détinit les

trois types de déformations auxquels on peut ramener toutes celles

que ces pièces peuvent subir. Il établit la formule que M. de

Fontviolant a pu déduire de l'application du principe du travail

virtuel. Il traite en particulier la flexion dune poutre droite où se

manifestent des concordances avec ce que donnerait la théorie de

l'élasticité. On sait qu'en 1901 M. Mesnager a pu appliquer inté-

gralement cette théorie au cas d une poutre mince. L'auteur ne

manque pas d'énoncer l'élégant théorème de réciprocité d'après

lequel l'abaissement éprouvé par un point D d'une barre horizon-

tale sous l'influence d'une charge concentrée en un autre point G
est égal à celui qu'éprouverait le point C sous l'influence de la

même charge concentrée en D.

Signalons encore le calcul des pièces d'égale résistance à la

flexion; l'étude de la flexion d'une pièce courbe, celle d'un anneau

fermé.

Dans les études précédentes, les déplacements locaux très petits

dus aux déformations n'entraînaient que de petits déplacements

relatifs de toutes les parties de la pièce. Elles ne comprenaient

donc pas les ressorts pour lesquels, malgré la petitesse des dépla-

cements locaux, leur accumulation peut se manifester par des

déplacements finis entre des points non voisins. Les principes et

les résultats précédents serveut de base à cette nouvelle étude
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spéciale. L'auteur traite en particulier l'exemple du ressort à

lames, celui du ressort spiral et celui du ressort hélicoïdal.

Tandis qu'autour du problème des poutres se groupent les

questions de déformation des corps dans lesquels la prédominance

d'une dimension autorise l'assimilation à un corps linéaire, autour

des plaques viennent se grouper les corps pour lesquels deux

dimensions prédominent, malgré qu'encore on ait reconnu que le

passage d'une plaque infiniment mince à celui d'une plaque douée

d'épaisseur ne se fait pas sans difficultés. Les questions de ce

genre ont donné lieu à des travaux d'ordre et de valeur fort diffé-

rents et soulevé des controverses encore ouvertes. M. Lecornu ne

pouvait songer en ce cadre étroit à s'attaquer au problème intégral,

il s'est borné au cas d'une plaque circulaire plane, d'épaisseur

uniforme, horizontalement placée, uniformément chargée et repo-

sant par son arête inférieure sur un anneau circulaire fixe. M. Mes-

nager, qui a produit dans cet ordre d'idées de si appréciables

travaux, a spécialement traité ce cas. Il est dans- la nature des

choses que l'on voie se reproduire ici des difficultés du même
ordre qu'à propos des conditions de réalisation du problème de

Saint-^ enant. On peut du reste, ainsi que le montre M. Lecornu,

reprendre le problème en y introduisant une hypothèse analogue

à celle de la fibre neutre d'une poutre et admettre un feuillet

, moyen qui se courberait sans extension.

Le phénomène du flambement ou voilement est celui qui se

produit dans une tige ou une plaque lorsque, subitement et sans

que nulle part la limite d'élasticité se trouve dépassée, des dépla-

cements relatifs finis viennent à se produire sous l'action d'une

charge accrue. Il y a, au moment du flambement, rupture brusque

de l'équilibre qui maintenait le corps dans le voisinage de la

rigidité. Les conditions (lu flambement sont intéressantes à ana-

lyser au point de vue philosophique aussi bien qu'au j)oint de vue

technique, et c'est ce que ne manque pas de faire l'auteur avec

beaucoup de précision sur l'exemple d'une tige rectiligne. Il

montre, par la discussion minutieuse des équations aux limites,

comment il se fait que la stabilité de l'équilibre se change en

instabilité aussitôt que le rapport des dimensions transversales à

la longueur tombe au-dessous d'une certaine limite.

On sait que l'on appelle /type/statiques les systèmes matériels
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à liaisons surabondantes; pour ces systèmes, la Statique pure est

incapable de fournir les forces de liaison. Ces forces sont pourtant

en fait entièrement déterminées, mais on ne peut arriver à les

connaître qu'en faisant intervenir les déformat4ons infiniment

petites éprouvées par les pièces. M. Lecornu place au seuil de

cette théorie le célèbre théorème de Castigliano et les tiiéorèmes

de Maxwell et de Ménabréa qui peuvent s'en déduire. Comme
exemples simples d'application de ces théorèmes, l'auteur traite le

problème de la poutre reposant sur trois points d'appui, dont la

solution revêt i,ci la forme analytique. On sait que la statique

graphique en fournit de son côté une solution. L'auteur étend du

reste plus loin son élude par la considération des travées soli-

daires [alias poutre continue). Le célèbre théorème de Clapeyron

sur les trois moments trouve ici sa place naturelle.

Dans le sixième Chapitre, l'auteur a tenu à exposer les j)rincipes

essentiels dei'équilibre d'un massif de terre. Il reproduit d'abord

la théorie donnée par M. Boussinesq pour les effets d'une chargj:;

posée sur un sol horizontal. Le problème dépend, comuie on sait,

d'un potentiel logarithmique spécial.

L'auteur s'occupe plus loin de la poussée des terres; le rôle

essentiel que le frottement joue dans cette question a pour résultat

de réduire les conditions d'équilibre à des inégalités dont la

discussion conduit à déterminer les circonstances pratiques où se

réalise l'équilibre. Signalons encore le calcul d'un mur de soutè-

nement et ce calcul mené jusqu'au bout dans le cas où le talus est

limité supérieurement par un plan.

Dans les paragraphes terminaux, de ce dixième Livre, l'auteur a

abordé une question de grande importance, celle des conditions

de résistance des corps dans l'état cinétique. Le cas si simple de

l'allongement cinétique d'un fil supj)ortanl un poids (allongement

cinétique double de rallongemml slalique) est déjà de nature à

faire ressortir l'importance de ce genre de phénoiuénes. A cet

ordre d'idées, l'auteur rattache la théorie de l'écrasement des

crushers dont l'emploi est classique dans les uiesures de balistique

intérieure. Citons encore l'étude détaillée des vibrations transver-

sales et longitudinales d'une barre, ain^i que de ses ehoes longitu-

dinaux et transv(;rsaux.

M. Lecornu a clos cet ex|)Osé d'enseivible sur h's eoncbtions de
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résistance des matériaux 'en donnant un aperçu sur les méthodes

expérimentales qui permettent de contrôler les déductions

théoriques. Etant donné que certaines hypothèses ne confèrent

aux résultats qu'un caractère d'approximation, il importe beaucoup

de savoir contrôler la valeur de ces approximations et de prévenir

les manifestations dangereuses que les inexactitudes tolérées

pourraient introduire. Il faudrait, pour bien faire, repérer avant

la mise en charge un grand nombre de points dont on observerait

les déplacements relatifs après la charge. C'est bien ainsi que l'on

opère, mais en se bornant à quelques points que l'on s'efforce de

choisir aussi judicieusement que possible. Par exemple, on mesure

la flèche d'un arc, c'est-à-dire l'abaissement sous la charge de sa

clef au moment du décintrement. M. Rabut a beaucoup généralisé

cette méthode et, sous le nom dCauscultai ion, institué une

méthode régulière de contrôle des constructions. Il convient

encore de rappeler que M. Carus Wilson a eu l'idée d'utiliser

pour la mesure des déformations l'anisotropie acquise par une

pièce en verre déformée sous l'action d'une charge. En France,

M. Mesnager a réalisé cette méthode en construisant un modèle

réduit en verre de l'ouvrage en étude et j observant optiquement

les déformations produites par des charges.

Livre XI. — Hydraulique.

On peut au sujet de l'Hydraulique répéter ce qui a été dit à

propos de la Résislance des matériaux. Là où les théories générales

de l'Hydrostatique et de l'Hydrodynamique conduiraient à des

résultats peu accessibles aux calculs, ou même 'à des équations

rebelles à une véritable intégration, on substitue une méthode

spéciale, plus maniable, qui emprunte à l'Hydrodynamique certains

de ses moyens et recourant pour le surplus à des hypothèses

plausibles suffisamment autorisées par l'expérience, hypothèses

qui, en conséquence, ne peuvent avoir de valeur qu'entre certaines

limites qu'il ne faut pas perdre de vue. L'Hydraulique étudie les

liquides parfaits, sans frottement intérieur appréciable, mais aussi

les fluides visqueux. Elle s'applique également à l'étude des gaz et

constitue alors la pneumatique.

L'équation de Bernoulli relative aux fluides parfaits est la base
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de la théorie cinétique des liquides. Mais, comme le montre

l'auteur, l'introduction d'un terme complémentaire permet de

retendre au cas de la viscosité ; ce terme complémentaire est un

élément essentiel, c'est la perte de charge. Ln caractère de la

viscosité, c'est qu'elle exclue la possibilité d'un |)Otenliel de

vitesse et qu'elle est j;énératrice de tourbillons; (-es faits sont mis

en évidence avec netteté par l'auteur, au moins dans un cas parti-

culier.

M. Lecornu analvse ensuite les mouvements sans perte de

charge sensible, comme la veine dans l'orilîce en simple paroi,

l'ajutage rentrant de Borda. Il expose les éléments de la théorie

des déversoirs.

Dans le cas où la perte de charge n'est plus négligeable, il j a

lieu de distinguer selon que cette perte est locale comme dans une

variation brusque de la section d'une conduite ou bien dans la

production d'un coude, et selon que la perte de charge'est conti-

nue, ainsi que cela arrive par suite des frottements ou de la»

viscosité. Ici se place naturellement l'étude de l'écoulement de l'eau

dans les conduites et particulièrement celle du phénomène du

coup de bélier qui a fait et fait encore l'objet de recherches

délicates, notamment à l'Institut Electrotechnique de la Faculté des

Sciences de Toulouse.

Signalons encore la circulation dans les canaux, 1 eftet de

ressaut, l'onde solitaire, l'onde d'oscillation et enfin l'action d'un

liquide sur un solide, choc d'une veine contre un plan, choc contre

un plan, choc contre un hémisphère, paradoxe de du Buat.

Le Chapitre III du Livre \l traite de la Pneumatique. On j
trouve en premier lieu les lois de l'écoulement des gaz, question

qui, en raison de l'importance qu v joue la variation de densité et

surtoui de la part qu v prennent les phénomènes thermiques,

relève en grande partie de la Tlierniodvnamicpic çl ne |)tut être,

en ce chapitre, couiplèlemenl traitée. Suivent ensuite des indica-

tions sur la propagation d'un ébranlement dans un tuvau, sur

l'onde de choc, sur l'onde permanente. L'auteur analvse succes-

sivement l'influence de la viscosité et des fnttleuients sur ces

phénomènes et calcule aj)proximativement la chute de pression

produite eu utilisant une formule expi-riiuentalement vérifiée j)ar

M. l'ingénieur Ledoux. Il est à noter cpie (H's considérations
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laissent de côté les phénomènes thermiques qui peuvent naître du

frottement contre les parois et qui risquent d'être considérables si

la vitesse du fluide est assez élevée.

Les phénomènes dus à la résistance de lair ont acquis dans ces

flernièi'es années une importance particulière en raison de leur

rôle dans 1 aviation et la navigation aérienne en général. On
connaît les résultats de M. Eiffel à ce sujet et le procédé expéri-

mental, savamment conçu, qui lui a permis de les obtenir.

M. Lecornu relate les principaux résultats de ces expériences

concernant l'aire plane frappée normalement ou obliquement, le

cas d'un plan tournant, celui de la surface cvlindrique, la résis-

tance dune sphère; il n'oublie pas le si curieux phénomène de

Magnus, objet des expériences du colonel Lafay, m le phénomène

de lautorotation découvert par Riabouchinsky, fondateur et direc-

teur du Laboratoire de Koutchino, [)rès Moscou.

Les expériences sur modèles réduits, qui sont aujourd'hui cou-

rantes, appellent quelques explications au sujet de l'application

de ces résultats aux appareils réels : M. Lecornu analyse avec

précision cette délicate question.

Un dernier Chapitre, consacré aux instruments de mesure, clôt

cette partie de l'Ouvrage. On v trouve des indications sur la

mesure des vitesses, sur le tube de Pitot, le \ enturi, etc.

Livre \l\. — Thermodynamique.

La Thermodvnamique est à la base de trop de questions de

Mécanique appliquée pour qu'une bonne place ne lui tut pas

réservée dans ce \ olumè. Le Livre XII qui lui est consacré débute

naturellement par l'exposé des deux principes fondamentaux de

l'équivalence et de Carnot-Clausius. Le second de ces principes

tire, on le sait, ses difficultés de la notion si difVéremment conçue

par les physiciens de la réversibilité. Joseph Bertrand n a-t-il pas

écrit au sujet des transformations irréversibles : « Les phénomènes

qui les concernent ne sont ni vrais ni faux, ils n ont aucun sens. »

La nécessité de marcher, qui a déjà suscité les procédés < certains

osent dire les expédients) de la Résistance des matériaux et de

l'Hydraulique, incitent les ingénieurs et même quelques physiciens

à se montrer moins épris de rigueur. La rigueur mathématique
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peut bien apparaître au technicien comme un objet de luxe s'il n'y

trouve rien de plus que de Tordre logique et une certaine harmonie

formelle. Mais il en est tout autrement lorsque cette rigueur

préside à l'établissement d'une notion qui nécessite des hypothèses

absolument précises mathématiquement traduites. La rigueur qui

consiste à ne vouloir point sortir du champ bien circonscrit de ces

hypothèses n'a plus alors un caractère purement formel; elle est,

au contraire, si essentielle qu'en dehors d'elle la notion perd tout

son sens et s'évanouit. Tel est le cas de l'entropie, et c'est en se

plaçant à ce point de vue très juste que Joseph Bertrand a pu

écrire sa phrase citée plus haut. Constatons, cette réserve faite,

que l'auteur a, sur ce sujet difficile, reproduit tout ce que l'on

peut en tirer raisonnablement. Telles sont les inégalités de Potier

et de Pellat. En outre, lorsque par une transformation irréversible.

On est conduit d'un état A à un état B et que le même résultat

pourrait être obtenu en suivant une transformation réversible

(condition essentielle), il est permis d'envisager les valeurs de

l'entropie en A et en B, dont la considération est légitimée par

cette transformation réversible et énoncer alors, par exemple, que

l'entropie en B est supérieure à l'entropie en A. C'est grâce à des

précautions de ce genre que l'on peut parvenir à établir la notion

de l'énergie non compensée qui joue un rôle si important dans les

théories de physique.

Le Chapitre III traite spécialement des fluides homogènes :

Equation caractéristique ; Diagramme de Clapeyron; Diagramme

entropique; Lignes adiabatiques; Relations entre les coefficients

de chaleur spécifique et l'équation caractéristique; Formule de

Clapeyron; Fonctions caractéristiques. Au sujet de ces fonctions,

dont l'origine remonte à Massieu et qui se sont développées en

Physique sous le nom àe potentiels ( lierinodynanuques^ l'auteur

se borne avec raison, aux cas qui sont en connexion avec les futures

applications mécaniques.

Le Chapitre IV ti'aite plus particulièrement dés gaz parfaits.

Signalons la méthode simple par laquelle M. Lecornu rattache

l'équation caractéristique de ces corps à la théorie du viriel. Dans

un paragraphe spécial consacré aux gaz réels, l'auteur montre

comment leur équation caractéristique peut être plus exactement

écrite grâce à l'introduction du covoiume.
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Le Chapitre ^' traite des vapeurs. On j trouvera, avec les

remarques classiques auxquelles donnent lieu la construction d'un

isotherme, le palier décroissant de vaporisation, le point critique,

une esquisse de la théorie de ^ an der Waals, ainsi que les équa-

. tions de ce physicien et leur forme réduite. Suit la calorimétrie

des vapeurs saturées.

La question de la vapeur surchauffée est mise au premier rang

de l'actualité par les utilisations modernes de la vapeur. Les

théories précédentes sont malheureusement inopérantes à son

é^ard. L'auteur rappelle la valeur constante 0,48 attribuée par

Regnault au coefficient de la chaleur spécifique sous pression

constante, hypothèse inexacte qui a suscité de difficultueuses

expériences. Celles de Knoblauch et Jacob à Munich se trouvent

relatées par Fauteur, ^ious croyons devoir rappeler que, plus ré-

cemment, M. Armand Duchesne, élève de M. Dwelshauvers-

Dérv à Liège, a procédé à d'ingénieuses expériences qui battent en

brèche les résultats des physiciens allemands. Ces résultats ont

été groupés dans un important Mémoire présenté par M. Duchesne

comme Thèse de Doctorat à la Faculté des Sciences de Paris,

en 1910.

Le Chapitre \ I a trait à l'écoulement des fluides élastiques en

tenant compte de leur état thermique, question qui n'avait pu être

traitée qu'incomplètement dans la Pneumatique.

Le Chapitre VII s'occupe des mélanges combustibles et des

données que nécessite leur emploi dans les moteurs à combustion

interne. Pouvoir calorifique sous volume constant ou sous pression

constante: Température et pression de combustion; Loi de com-

bustion.

Enfin, le Chapitre VIII a pour objet la propagation d'une onde

plane traitée au point de vue thermodynamique. La loi adiaba-

ti(^ue d'Hugoniot (ou de Rankine ) est une dominante de cette

théorie.

LiVKR XIII. — Théorie des machines.

L'auteur établit d'abord les notions essentielles et définit les

termes généralement employés dans cette théorie. Tels sont les

récepteurs, travail moteur et travail résistant, travail utile et travail

perdu, régime, rendement. 11 fait la remarque judicieuse que
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parfois le travail utile ne diffère pas de celui absorbé par les résis-

tances passives, comme cesl le cas dans une horloge ou dans le

transport horizontal d'un fardeau. Une remarque analogue peut

être faite au sujet dun propulseur constitué, par exemple par un

moteur et une hélice aérienne tirant sur un câble au point fixe en

développant un certain effort staticpie. Marcel Deprez a imaginé

pour ce cas un élément spécial qu'il a appelé « le prix de l'effort

statique ».

Le fait que la plupart des machines présentent un arbre prin-

cipal tournant engendre naturellement la considération du couple

moteur et du couple résistant. Le couple moteur apparaît comme

une fonction de la vitesse angulaire et d'un paramètre qui mesure,

par exemple, l'ouverture de la valve ou vanne de laquelle dépend la

distribution de la force motrice. La construction de courbes

appropriées permet d'établir une discussion graphiqiie de la

marche de la machine.

L'auteur analyse ensuite l'effet de volant en s'aidant d'uij

graphique qui met en évidence les variations cycliques du couple

moteur et du couple résistant. Des exeuiples sont donnés tirés des

cas de la manivelle à simple effet, de la manivelle à double effet et

de la double manivelle à double effet à calage rectangulaire. Un
paragraphe spécial est accordé au cas très spécial des moteurs

d'aviation; dans ce cas, en effet, le couple résistant dépend non

plus de l'angle de position, mais bien de la vitesse angulaire.

L'auteur établit son analyse el son graphique en supposant que

le couple résistant est proportionnel au carré de la vitesse angu-

laire.

La question des régulateurs est une des plus essentielles de la

théorie des machines. L'auteur lui a apporté lui-mèuie d'impor-

tantes contributions. Après avoir défini la fonction de régulateur.

M. Lecornu passe à la description des types les plus courants

(Watt, régulateurs à ressorts tels que Foucault, Hartnell, régu-

lateurs isochrones de Farcot, Rankine), puis il entreprend une

belle étude générale des régulateurs à force centrifuge en s'aidant

des diagrammes dont l'emploi est aujourd'hui (dassique. Nous ne

saurions entrer ici dans le détail de cette théorie qui se retrouve

du reste dans d'autres publications de l'auteur, mais dont la place

était ici tout à fait marquée. M. Lecornu a produit des régulateurs
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une étude très soignée, il en a défini avec précision les qualités de

puissance, de régularité, de stabilité, il en a calculé les petits

mouvements, il sest occupé de la délicate question de leur fonc-

tionnement au cours d'un changement de régime; enfin, il a étudié

après M. Léauté la régulation indirecte et les oscillations à longue

période qui s'y manifestent.

Les freins, en tant que pi'oducLeurs de travail r«'sistant, peuvent

jouer le rôle de régulateurs et leur étude est une suite naturelle de

celle de ces derniers. L'auteur donne ainsi la tliéorie du modé-

rateur à ailettes qui tend à uniformiser le mouvement, du Irein à

lame tlexible, du frein hydraulique.

Le frein de Pronv et le moulinet du ctilcmel Charles Renard se

rapprochent des freins en ce qu'ils sont destinés à développer du

travail résistant, mais leur rôle est essentiellement autre, car leur

utilisation consiste à mesurer le travail d'un moteur et sa puis-

sance. Ce sont des dvnamomètres. L auteur fournit quelques indi-

cations à leur sujet.

Sous le titre général cV hj/'o/ts intéricuis d' une machine, l'au-

teur a groupé une série de questions ou de problèmes offrant

chacun un intérêt en quelque sorte isolé : Tensions des barres

d'attelage d'un train, réactions des arbres tournants, glissement

fonctionnel d'une courroie, force d'inertie d'un piston, force

d'inertie dune bielle. Ces dernières questions se lient à la ques-

tion plus générale de l'équilibrage dont l'auteur expose les prin-

cipes.

Le Chapitre II traite des moteurs hvdrauliques. Il débute par

le bélier hydraulique dont l'auteur décrit succinctement le fonc-

tionnement. \ iennent ensuite les divers types de roues. L'auteur

s'arrête plus longuement sur les turbines qui s'imposent non seu-

lement à cause de la généralisation de leur emploi qui en fait un

des plus importants outils de force motrice, mais aussi à cause des

circonstances plus délicates de leur marche et de la finesse des

théories de la mécanique des lluides quelles mettent en jeu.

M. Lecornu décrit d'abord brièvement les divers tvpes de turbines

existants. 11 donne ensuite l'expression du couple moteur et celle

de la puissance dans les deux cas d'espèces de turbines : i" les tur-

bines à impulsion, qui rappellent à certains égards la théorie de la

roue Poncelet, et 2" les turbines à réaction. Cet exposé se complète
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par une série de remarques sur la poussée axiale, sur le vannage

et remploi des grandeurs réduites par lesquelles M. Râteau rend

possible la comparaison entre les divers types d'appareils.

Le Chapitre III du Livre XIII traite des moteurs thermiques. Il

débute par une étude de l'indicateur imaginé par WatL et qui

depuis, sous des formes diverses appropriées aux conditions dv -

marche des moteurs et principalement à leur vitesse, permettent

d'évaluer le travail accompli dans le cvlindre parle tluide évoluant.

L'auteur se borne ici à quelques brèves indications sur ce sujet

qu'il a traité avec ampleur dans son Ouvrage intitulé : Dy/iain/f/tie

appliquée. Par la nature des choses, les moteurs thermiques se

divisent en deux catégories : les moteurs à combustion externe et

les moteurs à combustion interne.

Lrauteur aborde l'étude des premiers en posant et discutant la

question du choix du tluide. 11 montre, en prenant pour terrain de

comparaison le cycle de Carnot, l'avantage de la vapeur deau sur

l'air. \ ient ensuite le cycle de Rankine, qui correspond plus exac-

tement que le cycle de Carnot aux circonstances réelles de la

marche d'un moteur à vapeur et à cvlindre. La question si capitale

des pertes est brièvement évoquée : ces pertes, qui se font surtout

par la paroi, peuvent provenir également de l'échappement, de

l'espace nuisible, du laminage de la vapeur au moment de l'admis-

sion. L'auteur j)asse ensuite à la description des organes constitutifs

essentiels de la machine à vapeur à cylindre : tiroir, excentrique,

coulisse de Stéphenson, moyens de régulation.

Dans les turbines à vapeur dont l'étude suit, l'énergie du tluide

intervient sous la forme cinétique; cependant, dans les turbines

dites à r('<iction, la vapeur intervient aussi par sa pression. A ce

type se rattachent les turbines Râteau à disposition mulicellulali'e.

Dans les turbines à action, au c(mtraire, la vapeur arrive détendue,

mais avec une vitesse considérable; on sait que ces moteurs,

inventés par l'ingénieur suédois di- La\al. ont été bien perfection-

nés par M. Maurice Leblanc. «

Ce sujet se termine par de brèves indications sur les chaudières,

sur les condenseurs et sur l'injecteur GllFard.

La théorie des moteurs thermiques du second tNpc, ou moteurs

à combustion interne, débute j)ar l'établissement d'une formule

qui exprime sous une forme générale le rendement. La discussion
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de cette formule met sans peine en évidence Futilité delà compres-

sion. L'auteur y fait usage des diagrammes et applique le même

procédé à l'étude de Tintluence de la vitesse de combustion.

Sont ensuite passés rapidement en revue les moteurs à gaz, a

essence, les moteurs Diesel, le réglage des moteurs à explosion,

l'équilibrage, les moteurs d'aviation. Signalons, en passant, le

curieux problème d'arithmétique que soulève l'allumage des

moteurs en étoile.

Livre XIV. — .\otions d aviation.

Dans les vingt pages qu'il consacre à l'aviation, dont l'étude a

été introduite au programme de l'enseignement de l'Ecole Poly-

technique, M. Lecornu a su grouper tout ce qu'il est essentiel de

connaître sur cette intéressante matière. 11 montre d abord la

nécessité qu'il v a pour la stabilité de l'équilibre à ce que les forces

appliquées passent le plus prés possible du centre de gravité, en

sorte que l'on peut se placer dans l'hypothèse où elles y passeraient

réellement. La condition de l'équilibre se ramène donc à la ferme-

ture du polvgone des forces. Ces forces se réduisent schématique-

ment à quatre : i*^ le poids P de l'appareil et de ses surcharges;

2° la poussée due à la force propulsive de l'hélice ;
3" la pression

exercée par le vent sur le plan sustentateur
;
4" la pression du vent

sur les autres parties de l'aéroplane. La discussion des conditions

d'équilibre revient ainsi à celle de la construction d'un quadrilatère

dans diverses hypothèses de données. La question peut être du

reste traitée aussi par le calcul. L'auteur parvient à mettre en

évidence la proposition aperçue par Penaud et par le colonel

Charles Renard d'après laquelle : « La force de traction nécessaire

à la propulsion d'un aéroplane est un minimum lorsque la résis-

tance du sustentateur est égale à la résistance de l'esquif. » Il

démontre de même que la puissance nécessaire à la propulsion et

à la sustentation d'un aéroplane est un minimum lorsque la résis-

tance du sustentateur est égale à trois fois la résistance de l'esquif.

M. Lecornu entreprend ensuite l'analvse délicate du problème du

virage, puis celle de la stabilité. 11 mentionne notamment la ques-

tion de la stabilisation automatique qui a fait l'objet de tant de

recherches et d'expériences dont certaines' ont eu une terminaison
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mortelle. L'auteur donne la description du stabilisateur Doutre qui

vise, comme on sait, la stabilité longitudinale.

Nous avons tenu, dans la longue analyse qui précède, à suivre

pas à pas le texte du Livre. Le lecteur aura pu se rendre compte

ainsi de la variété des matières entreprises par M. Lecornu. Toutes

ne pouvaient évidemment être traitées avec l'ampleur corres-

pondant à l'état actuel de leur im'portance et de leur développe-

ment. La grande variété des matières et le cadre forcément

restreint où l'auteur s'était placé ne le permettaient pas. Le but,

du reste, était autre. Il s'agissait seulement de poser les principes

essentiels et d'indiquer l'esprit des méthodes mises en œuvre dans

les sohitions. Au lieu de rechercher des occasions d'abstraction et

de grandes formules générales, l'objectif était plutôt d'inspirer le

goût du concret et, par la variété des méthodes, de montrer la

souplesse avec laquelle les éléments les plus simples de la Méca-

nique fournissent Ja solution des [)roblèmes les plus divers, pourvu

que ceux-ci soient bien conçus et l)ien posés. Les conceptiolis

mécaniques sont ainsi mises au premier plan et lappareil mathé-

matique volontairement simpblié lepiend son rôle véritable qui

est de servir et ncm d'asservir. Il serait bien désirable que cet état

d esprit se généralisât et que 1 exemple donné par un maître tel

que M. Lecornu fût suivi.

G. K.OKM<;>.

MEL\N(iKS.

SDR L'UNICITÉ DU DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION
EN SÉRIE DE FONCTIONS SPHÉRIQUES

( aui'e ) ;

Pau m. Miciiii. IM.ANCII Kl^KI..

Le théorème fondamental s'énonce niainlenanl :

Théoiiemk V. — a. Si In suite X„(S7, *) de. I ourlions splir-

riqiies d'ordre n est telle qii\iii point ( ."rJ, <I> ) lim X„( 2r, <!> ) = o
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et si la série

r.3) K,r',<i.;==-y-M^i:^
^^ n(n -^- i)

n = l

est unijonnéinent convergente au point ( !^. <!> ) et dans son

voisinage, on auia

,. A.. V(^. 'ïï: h )

Imi —=- ; = o.
// = . /'

Slll —
•>

0. Si /a série ^ \„( 3, tt
) converge au point ( !E7, <I> ) et si la

« = tp

série (i3) est uniformément convergente au point ( S?. <ï>
) et

dans son voisinage^ on aura

n— 1

Grâce à la coiueroeiice iiiii(i»rnic de (iJ). <»ii |m'uI [x-rmuler \ei>

svmholcs ï cl \., et écrire

.^11^ n ( /i 4- I
) .^ n ( n -t- I

)
« — 1 « = I

Lii sullc (le la déinonslrallou esl identique à celle donnée dans 1

(§ 8 et 9). Remarquons encore que l'hypothèse de la convergence

uniforme de la série (i3) pourrait êtic rcin|)laccc. dans le lliéo-

rème \, par l'hypothèse moins restricli\e que la série F(^37, <I>)

converge au point ( .^, <I> ) et dans son voisinage et y est intégrable

terme à terme sur un parallèle de centre (S;, <ï> ) et de ravon "arbi-

traire /?, car alors {\.\) subsiste.

7. Le théoiènie d\inicit('. — Le lli(''(»ièmc \ nous met à même
de démontrer le théorème d'unicité suivant :

Théorème \ I .— Si la série deJonctions spliéiiques^ X„ (^, <I>)

« = 1)

converge vers zéro sur toute la surface splu'riquè et si la série

( 1 3 ) Im .r, * ) = - 7 —

-

Jmd n{ n -\- \)

converge unijorménient sur toute la su/-/ace, on a

X„(r, 1>) = o.

Suit, des Sciences inatliëin., i' série, l. XLIII. (Uclubie 19 nj.) 17
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On conclut en effet, «lu théorème \ . que sur toute la surlace

a; F(27, *) =^ x„(^, *) = - Xo.

n=l

X„ étant une constante, nous p(»u^rou^ en déduire (1. lli. \ II)

que la huiction continue F(3'. <ï>) est une solution régulière de

l'équation Aa = consl. Or, cette équation n'admet de solution

régulière sur toute la sphère que lorsque la constante est nulle, et

dans ce cas la solution est u ^ const. On aura donc

Xo=o et !•"( 27, <t>) ^ const.,

c est-à-dire

^X„(27. *)
7 = const.^ /i ( n + I

)

n = l

Multipliant par P/i(cosoj) et intégrant terme à terme sur la surlace

sphérique ( légitiuie par suite de la con\ergenceuniforme), nous

ohlien(h-ons, eu tenant compte des relations

( o si n ^ A\

X„ ( ?j, i») P/. ( ces 10 > ch — )X X/, (
.j'. 'ï» ). si n = A-,

X
^^ 2 /( — 1

le résultat \/i(.'^', <!>') ^^a o.

Le théorèuie \ I est sUbcepliMc diiuc légère e\ten>u)n. ( laidtnis

les hypothèses laites sur F(3', <D ) et su|)po.s(ui.N que la convergence

vers zéro ih' hi x-iie ^ \„ {^?j. f&
i xni ;i^Min''e partout, >au(

|)eut-èlre iiiix poiul> d un eu>eml)le ré(hiehl)le Vl : la coiicln-

>iou \„i?^. <I>) ^ o subsiste encore. Cai-, si ( l^, <!>
) e>l un point

isolé de l'ensemble E, la louelion F(.^, <I>) \eri(iera enc«u"e 1 «npia-

tion A« = const. au voisinage (hi point I 3. ^b), saut peut-être en

ce point. Or, une solution (Je A« = cousl., régulière dans un

domaine qui ne contient j)as le point [^\ <l> ) extérieur à E, est de

la forme

/ log sin !- solution de A« =; o, réguliL-re ilans le domaine.

l'(.?5, <l>) et A" log sin — restant continues au point ( 3, 'l' I, d en

sera de même de la solution de Aa =o. Or, un théorème analogue
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ail lliéorrnie de Laurcnl (
'

') pciiuel d'affirmer que si une solution

de lu =: o est régulière au voisinage d'un point ( 2î, <t> ) où elle est

encore continue, elle est nécessairement régulière en ce ])oint. On
conclura donc que F(2r, <I>) est une solution de lu = const., non

seulement au voiî^inage du point O, $), mais encore en ce point.

En étendant de proche en proche ce raisonnement, d'aJDord aux

points isolés de l'ensemble E, puis aux points isolés de ses dérivés

successifs, on conclura que F(3y,tl>) est une solution de Aff= const.,

régulière sur toute la sphère. Ce résultat obtenu, le raisonnement

continue comme plus haut. Nous obtenons ainsi le théorème moins

particulier :

Théorème VII.—Si ta série defonelions sphériques/\„(^, 4>)

n =0
coinevge vers zéro sur (oate la surface sphérique , à l'exception

au plus des points d'un ensemble réductible, et si la série (i3)

converge uniformément sur toute la surface, on a

X„(2r, * )
= o.

Ce résultat acquerrait un intérêt bien plus grand si nous pou-

vions ne rien supposer sur la convergence de la série SX„ (3r, ^y
non seulement sur un ensemble réductible de points, mais encore

sur des courbes en nombre fini ou infini de la surface sphérique.

La difficulté qui se jirésente dans cette extension consiste à recon-

naître si deux solutions de lu = o, définies chacune dun côté de

la courbe d'exception et se raccordant d'une uiauière continue sur

cette courbe, sont le prolongement analytique l'une de l'autre. La

difficulté analogue qui se présentait [)oui' les séries de Legendre

pouvait être levée, parce que nous connaissions l'existence des

dérivées à droite et à gauche de la fonction F (3) au point commun
à deux intervalles contigus et que l'égalité de ces dérivées décou-

lait de la première partie (bi théorème fondamental [\. th. IX).

Or, ici, nous ne savons pas si les solutions de lu = o ont des

dérivées normales de pari cl d'autre (h- la courbe d'excepli(»n. Nous
pourrions nous passer de le sa\oir si nous |)ouvions (h'-niontrer le

lemnie suivant :

(') l^oir, par exemple, H. Poincaiîk, J'/iéorie du potentiel neiv(onien (Var'is,

Gaulliier-Villars, 1^99), p. :>o'|-2ii. Le Ihéorcme se transpose, convenablement
modifié, au potentiel logarillimique et au potentiel sur la surface sphérique.
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Soient il, (;l ti-j (lcu\ domaines sphéfltjiics, conligus le longdun
arc de coiirhe C, et u('^,^) une fonelion continue dans le

domaine somme Q,-hSL (donc conllnue sur C). Si la fonc-

tion u{^, (t>) est à l intérieur àe ùi cV à l'intérieur de Qo "nt*

solution réj;ulière de l'équation lu = o et si elle vérilîe sur (] la

condition

lim r- A, Il ( ?j, '!>
; h } = o,

// = . /*

sin —
2

elle est encore une solution régulière de \u = o à lintérieui- du

domaine 0,-|-Qo (donc sur C).

Je n'ai pu réussir à démontrer ce tlu-orème. qui me paraît vrai-

semblable et qui entraînerait, |)ar aj)|dication du théorème \\ b,

l'extension cbi lliéorèuie ^ II.

8. L'existence d' une génératrice . — Le problème de du Bois-

Reymond relatif à l'existence de la génératrice d'une série de fonc^

lions sphériques reçoit une solution |)iirli('ll(' par le théorème :

X

Théorème VIII. ^ Si la série defonctions sphériques 2_^iii'^^ *^)

Il =0
converge, et l'exception au plus des points d'un ensemble

réductible, vers une Jonction _/ (.C7, <1>) de carré sommable,

bornée sauf peut-être aux voisinages des points d'un ensemble

réductible, et si de plus la série

^ n{n -i- i)
Il — \

converge uniformément sur toute la suif(tce splii'ri(/(H'.
oo

V X„(.'5i, <I>) est la sérir de Lapbicc de f {?j, <ï>).

Nous nous bornerons à esquisser la (h'-monsti'ation en renvo\anl

pour les détails à hi (h'-monstralion auah)giu' de I (il; 11). Kn par-

tant de (i 0, on ètabbi'a Iti formuh"

A.J f ^? f ^n(^'. 'V')d's': li\= f d-. r AîX„(S'. •!>': A.|<Ya'

(OS/'ITT),
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aiialoj^iie à la formule (21) de J (§ 11 ), el Ton en déduira, par suite

de la eonveri;ene-£ uniforme de F(Sr, <I>), que

Ao / f/p f F.:^'. <1>)r/7': lA= f do f Aj V(y. *'; /?) ^7'.

En remarfjuant ensuite (|ue / dz 1 P„ (cos(o) sinw c/t.) esl de
•

I

// ( /* -r- I )

'l'ordre de grandeur de — -—:> on conclut la convergence de

la série

^ / dp
I

.\„(S'',*'l<i7'=>.-\^ X/ii!?,*) / dp / P„(costo)sino}<yto

n = 1 - ' n = l

en tout point où X„(!^, <I> ) est une fonction liornée de lindlce,

en particulier donc en tout point de convero-ence de la

série \^X„(27, $). Le tliéorème VI ^, appliqué à la fonction

n =

f dz f V{y,^')d'!\

donnera, en tout point de convergence de ï\„.

a; r f/p r F(:i7'.'l')rf7=Y / dp Ç \„('^\<P')da.

L'application du théorème VI de I (§ 6) à

a; F(3, *) =2 X„(Hr, *) =/(2r, *) - Xo

donnera enfin la relation

(i5) (dpi /(;ï', *'
) (/cr' =V i dp 1 X,j(S>', «1»') <^a',

pour toutes valeurs de (2r, <I> ) et de /• telles que la calotte de

centre | .^,<I> ) et de rayon /• ne contienne aucun point de la somme E
des deux ensembles réductibles du théorème.

En utilisant, d'autre part, le théorème ]\ et en désignant par

Y„(2i, <I> ) le terme général de la série de Laplace de /"(S, <I>)

Y„(&, *) = 1!L±1 ff(y, *') P^(cosio ) rfy,
I

-
./s
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on aura cnrdrc

w^p

Notant donc Z„=\„

—

\ „. nous aurons, dans les mêmes condi-

tions que ( i5).

ri6) ^ f "^^ f z„(Sr', *')rfj'=o.

La fonction

H(&, *; ;) = - V-—-! f do f Z„( St, *') rfj'

n= i
-'^

= > ^—^ — / do I P„(cosw) sinoj ofw

n — 1

est pour r > o une fonction continue sur la sphère, car

Z„(2;, «!>) ^ X„(27, <tn Y„(2>, 4»)

n(/j-)-r)"~ «f/i-t-i) Ai(n-l-i)

qui converge uniformément vers zéro (d'après le théorème III et

l'hypothèse du théorème \ III ). est multiplié par le terme général

d'une série absolument convergente pour /• > o. En vertu du théo-

rème \l et de la relation (i<3), on aura donc, dans les mêmes con-

ditions que (i5),

^_aT:Zo(r-sin/-)^_
'

/•s " '

c'est-à-dire, d'après le corollaire du théorème VII de I (i; fi),

(17) A Hfxr, '^; /•
I = — ao(/-).

Nous dénionircions plus loin (jue II (!^, <ï>
; r) tend uniforiuénicnl

1 -• 1 • - v' Z„(H7. «l» ) I .1
sur toute la surtare siilicruiuc xcrs — > lorsciue /• tend

ri 1

vers zéro. Or, de (17) déroule

( iS I 11 ( ^, '^.• /•
) 3= a„C/- ) lo^' siiK» -f Tii ?j. <t' ; />,

G (1^, *^; r) étant une solution de récjualion lu = o, régulière au
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point (&, $). N'oublions pas que, soit dans (17), soit dans (18),

(3y, <ï>) et r sont toujours supposés tels que la calolle de centre (2r, $)

et de rayon /' ne contienne aucun point de l'ensemble E.

Comme lim ao (/•)== -7 /^„, nous concluons de (c8) que, dans le

\oisinage de tout point qui n'appartient pas à E, la fonction har-

monique G(37, <ï>: /•) tend uniformément vers sa limite pourr^o.
Cette limite est donc elle-même, d'après un théorème connu de la

théorie du |)otentiel (qui se transpose sans autre sur la sphère),

une fonction harmonique; (18) donne donc, à la limite /• = o,

lim H( 37, <t>; r) =:
-^ Zo log sin oj + solution de Au == o régulière,

sauf peut-être sur E.

Par suite, la fonction 7 ^,

'^'—
- =: -limH(2r, <I>; /) est encore

n — I

une solution de IcHpialion :\//=:consl. régulière en tout p(jinl (!^, <I>)

qui n'a|)partient pas à l'ensemble n'-ductible E. Ln raisonnement

semblable à celui (jui a été fait au |)aragraphe précédent nous

permet d'en conclure que Z,, (2», <J>j ^; o ( /* = o, i , 2. . . Oi donc

que X„(^3f, <&) est le terme général de la série de Laplace

de/(S,<I>).

11 nous reste à (h'-nionlrer la convergence uniforme de H(3,$; /•)

vers sa linutc - 7 ^ . Jblle repose sur le lemme siinant, que

« — 1

uiiii> iiNDiis iinj)licit(^nienl employé dans I (§ 8).

Leintne. — Soit /<„(/) une tondion continue de /• dans o<;/'^«,

t(dle que
lim Un{ r) — o pour /• ^ o, lini u„('') = 1.

r=

telle, de plus, que

2_, i

'^"ir) — u„+t(r)
I
< M (o <r^a),

1

ISI étant une constante indépendante de /.

Soit encore

1
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une série uniformément (onveriiente sur la surface sphérique.

Sous ces hypothèses, \a série^ a„ (
/•

) i „ ( .37. * ) est uniformé-

1

ment convergente relativement à /• dans rintrr\alle oS/-^a, et

lV»n a

lim > «„( r)i'„(?j. <P) =\ r„(S;. <i> ).

Nous appliquerons ce lemme (^donl la dénKinstralion sOhiienI par

l'emploi de la Iransformatidii d'Abel ) en picuani

"n(^)=^-pi f
dp I P„(cos(o) sinojrfoi = —— / dp / P„(cosiiji r/7',

i',,!^, 4'; = Z„(3. *)

La seule condition du lemme (ju'il pciil rln- malaisé de vfiilicr c.si

dans notre cas spécial la suivante :

/ dp
I

sinojl f'„( cosoj j — P,n^i (cosiu)] d^^> < M

au voisinaiic de h = o.

En remarquant que, d'après la lunmdc de Mcldri- il. § 7 1.

I*„(C0SW) — r„_i_, ( C0510 ) = -
?iii(« -+- I )']/ sin —

2
dl

est posilif pour (/t + ijwItû, nous aur(»n>, en désignant par /»„ le

plus grand enliei- tel (luc /<' —-—

>

"" I/O I

— ^ / ^? / sinio[ P„(cosa) j — l',,^] ( co* to
) j ûfa»

'' •^ I
«/o «-'o I

=: — / dp
I

sin(o[Pi — P„^^.if cosa» j] t/oj

'
\
" '^

' r'\j C^ ^ -il/-— ^^ilw) I— I ao I SMi (u aoj = < —

•

'
«-'o •-

"^

(.^ sitnre.)
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SUR L'UNICITÉ DU DÉVELOPPEMENT D'UNE FONCTION
EN SÉRIE DE FONCTIONS SPHÉRIQUES

(suite et Jin) :

Par m. Michel PLVNCHERKL,

Pour estimer ensuite la somme étendue de n„-\-i à l'infini,

nous déduirons d'abord de l'équation difTérentielle à laquelle

satisfait P„(cos(o) la formule

/ dp
I

P„(cosw) sin w rfo)

= — — sinr P„( cosr ) — / P„(cosoj ) cosoj dta I •

La somme en question devient alors

— 7 —

;

sin r P„(cos/') — / P„( cos w) costo rfcu

«0 + 1

I r . r'' 11— -, ; sinr P„-Hi( cos/-) — / Pn-+i ( cosw) cosw diù
(/H-i)(n + 2)[

"^'
J^ "^^

Jl

et elle est évidemment inférieure à

P„(cosr) — P„+,(cos/-)sinr ^ r„( cosr) — P„+|(cos/-) 2sin/-'^
(

/•3 ^ ( ^ _(_ I ) ( ^ _(_ 2 )
7-3 .^ n ( n

P„(cosr)
I

1 ( n -H r ) ( n -H 2 )

" r''
-\ -7 /

I

P,,(C05W) — P„_,_i (COSO)) I COSO) c/o)

«0-1-1

+ \ /
I
P„(cosio )

I

COSOJ rfu).
/•' ^ n{n -i-i) ( n -r- -2) J^

n«-t-l

En traitant ces difTérenles sommes comme nous l'avons fait dans T

(§9, p. 252) pour les expressions J)(/t) et J.2{h), nous nous ren-

drons compte facilement quelles sont des fonctions bornées de r

quand / tend vers zéro.

Bull, des Sciences mathéni., 1' série, t. XLIII. (Novembre ><)'y-) 18
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9. Une condition nécessaire et sujffîsante. — Le théorème

duiiicilé et le théorème IV permettent de donner la condition

nécessaire et suffisante suivante pour Texistence d'une généra-

trice.

Théorème IX. — Pour que la série de Jonctions sphé-

/"/^W(?5 V Xrt(.ç7, $) possède une fonction génératrice, il faut

et il suffit que
\
X„ ( !^. <I>

) ]
•< kn- et que la série intégrée ternie

à terme sur toute calotte de centre et de rayon arbitraires soit

Vintégrale sur cette calotte d' une fonction soniniahle.

La nécessité de ces conditions découle des théorèmes I' et lA .

Leur suffisance peut se démontrer comme suit. Soit y(2j, <I>) une

fonction sommable telle que

Ç f{lj\^' )dz'=^
I

X„(27', *')(/!t',

«^(1) _ ;• ^^
• (1) £ /

V— n= -

Désignons par Ani.*^, <I>) le terme iiénéral de la Sféric de Laplace

dey (Sî, <I>). Le tliéorème I\ montre que

f f(y,<i>')d^' =y r Y„(2;', *')rf<i'.

- n = -

Donc, si n(tus notons Z„ ^ X^— A/;, nous aurons, sur toute la

surface sphérique,

(19) ^ / 7.„(?j',*\>' ) di' = 7.-^ Z,j(2r.i>) / P„(cosw) sin'» rfto = (),

n - n—O

Ur. la xiie ^ / I ,, ( cosw ) smo) </(o ot uniiormcnienl
.fc-J /M « -r- I )^/,

'^ '

Il zr- 1

convcrgcnic, parce ipir
| X„| <; kn-, liin — =0 [théorème (!')] cl

fpie / r\, ^^cos(,) 1 siiKo f/(jj est de l'ortlrc de grandeur (k* ——•
. '0

' '

n s'n

i\ous poiiNons par conséquent apj^liquer le ihéorcme d'unicilé

à (19) cl c«»n( lurc (pic Z,, (
.'^. <I> ) ^^ o.

La couililion
| \,,| •< /.//-' pniiirail clic lemphict'-c par

j \„| «<*I*(" S
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<!>( Ai) étant telle que ^y^ -^ converge. Il serait intéressant de

savoir si l'on peut se débarrasser de toute condition relative

à l'ordre de grandeur de K«.

SUR LES RECHERCHES DE M. CARLEMAN
RELATIVES AUX FONCTIONS HARMONIQUES;

Par m. HOLMGREN.

1. Soit C un contour fermé simple admettant en chaque point

une tangente unique et un rayon de courbure non nul, variant

dune manière continue. Nous caractérisons un point quelconque <

sur C par la longueur l de l'arc A^ compté à partir d'une origine

arbitraire A. En désignant par rpt lia distance d'un point/? arbitraire

du plan au point t sur le contour, nous considérons les potentiels

de double et de simple couche

et

.,T . s C cos(rp/, rit) , , ,

Je ' pt

fit étant la normale intérieure en t.

Dans son Mémoire : La méthode de Neamann et le problème

de Dirichlet (Acta matematica^ Band 20), Poincaré a traité

les problèmes suivants :

i",Trouver une fonction '-2(7) telle que W(y^) vérifie en chaque

point s sur C la relation

W, (a) et W^ (5) étant les limites vers lesquelles tend la valeur

du potentiel W (/*), lorsque le point/? tend vers le point s en
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restant à llnlérleur ou à rextérieiir de C; fis) est une fonction

continue donnée.

2" Pour une fonction continue ,^(s) donnée, trouver une

fonction '^{t) telle que V(/>) vérifie en chaque point .y de C la

relation

<•'» (5^),- {ik),*' [(3^),+ C^X] =-^''^w-

{-T-j et (-7—) désignant les limites vers lesquelles tendent la

dérivée de \ (yo), prise suivant la direction /is, lorsque le point y>

tend vers le poii^t s en restant à l'intérieur ou à l'extérieur de C.

Les relations (i) et (2) sont é(juivalcntes aux écpiations inté-

grales

(3) ^is)-ifS211^;i^^indt = As),
Je ^'st

Il existe des séries entières en A, co (5, A) et 6 (5, X), conver-

gentes pour
I

À
I

suffisaninient petit, qui vérifient ces relations.

Concernant le prolongement analvti(pie de ces séries, Poincaré

démontre le théorème sul\anl :

Si C admet en chaque point une tangente unique et un rayon

de courbure non nul qui varie d'une manière continue, cp (.s, À)

et 'l (.y, A) so/U des fonctions niéromorphes de X dans tout le

plan. Les pôles A,, Aj, . . ., A,,, . . . sont tous réels et simples.

Le novau des écpiations intégrales (3) et (/{) étant ici une fonc-

tion continue, ces résultats sont des corollaires immédiats de U»

théorie de 1' rcdholnj.

Au contraire, si l'on suppose <pie C admet un nond)re fini de

points anguleux P,,Po, . . ., !'„, ou trouve des résultats tout à fait

dillércnts. Le-nojau

•• l'st

devicul >ingulier d iiiu- telle uuinièrc (pw la uuthixh' «h- l'rcdholm

n'est plus applicable. On trouve encore (pie (3) et (4 ) sont \ériliés
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piir lies séries entières s^is.').) et '^(5. Ai. f[iil convergent dans

1 ent«»iirai;e de À z= o.

Dans le travail ici résumé, l'duleur étudie^ cV une part, le

prolongement analytique de 's (s, Aj et -l {s, A ) ; d'autre part, il

donne la solution des équations (3) et ( 4 ) pour chaque valeur

de À.

Ces deux problèmes sont étroitement liés l'un à l'autre. Dans la

première partie dudit Mémoire, on obtient, en partageant K. (.s\ t)

en deux noyaux

où H(.<f.n est borné et G(.v, t) un certain noyau facile cà traiter

par des approximations successives, le théorème suivant :

R étant le plus petit des nombres

h-^i

'u (5, a) et 'l (.ç, A) sont des fonctions méromorphes de a à l'in-

térieur du cercle
|
a

|
<< R ''^ leurs pôles a, , Ao, . . ., À„, • • • y sont

tous simples et réels (').

R étant plus grand que i. on obtient ainsi la solution pour

A = ± I . cas particulièrement intéressants pour les projjlèmes aux

limites relatifs aux fonctions harmoniques (-).

2. La Partie II contient un examen des propriétés de '^(5, A)

et'i/(^i", A) à rextérieur de la circonférence [a| = R. On v arrive

par la construction dune solution explicite (formée d'intégrales

définies
)
pour un contour C composé de deux arcs de cercle. En

se bornant pour plus de simplicité à des contours C. admettant un

seul point anguleux, on obtient le théorème suivant :

Traçons deux coupures L et I.' le long de Taxe réel, lune allant

de — X à — ^^
. 1 aiilre de ; r à -+- x :

I

- — 7.,
I

I

-— a,
i

(') I^a mélliode eiiiplo\ée ne suffit pas pour décider s'il existe un nunibre fini

ou infini de pcMes à l'iiiiéricur du cercle
|
A

|
< ti. Par la mittiode ptiis efji-

cace dévtloppée dans la Partie II, on trouve que ce nombre est fini.

(') Problèmes de Diriclilet et de Neuinann.
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zi{s,X) et 'liSjX) sont des fonctions méromorp/ies de A dans

tout le plan ainsi découpé, et leurs pôles A, , A^, • -, )v„, . . . sont

tous réels et simples sans point limite à distance finie. L et U
sont en général [c^est-à-dire pour f(s) et gis) arbitraires^

des coupures essentielles pour les fonctions z>{s,X) et •l(s,\).

Au contraire, si f(s) au point anguleux P,(5 = 5,) vérifie la

relation

l/(0-/(^.)|<K|5-5,|8 (8>o),

z> (s, a) peut être prolongé analytiquement au delà de L et L',

les points ± R étant dans ces cas des points critiques algé-

briques. (Avec plus de précision es (5, a) admet dans rentoura<;e

de ). = R le développemenl

c?(5, X) = (v/>rrR/' J^a„(v/X^rR)''.

n=

En ce qui concerne les écpiations (3) el (4) et les équations

honiooènes correspondantes

(5)
.

'^{s)-\[K{s,t)^{t)dt = o,

((i) «|/(5) — X /*!<(/, s)-J/(Oc?C=o,
y Je

on a le théorème suivant :

// existe une suite de nombres réels X) , Aj? • -i ^^n? • • • sans

point-limite à distancefinie, tels que les équations {3) et (6)pour

ces valeurs de \ et seulement pour celles-ci, ont respectivement

des solutions continues ou absolument intégrables, non identi-

quement nulles. Il } a seulement un nombre fini de telles

solutions linéairement indépendantes correspondant au même
A,, ce nombre étant égal pour les deux équations.

Par contre, si l'on n'exige pas que '^{s) soit continu, mais seu-

lenu'iit inté^ra[)le, l'équation (
,')

) admet des solutions [c5(,s. A)]

lorsque A appartient à un domaine à deux dimensions O -i- ()'

(le domaine haché dans la (i<j;ure ci-contre). Les points de O
>"n|)iiennent au inoven de la rouclion

x^ ,;""^^

.

sa
I

TT — «1 Ij
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lorsque ^ parcourt le domaine

O' est le domaine symétrique de O par rapport à l'origine {fig- i).

Ces solutions '.5(5, À) sont des fonctions niultiforines admettant

i-ig. !..

deux valeurs de signes contraires lorsque ). varie respective-

ment dans O, O'. Les points ^ et — R sont les points de

ramification. Pour a réel et
|
a| >R, '-5(5, X) est une fonction

bornée par rapport à 5, discontinue pour la valeur 5 = 5,

(correspondant au point P,). Elle y oscille., pour "a>»R^, comme
l'expression

aCk) cos qi"/.) log -^ ù(},) sin cj(K) log-r ,

L !
* — •*!

I J L I* -~ •Si
I J

et comme

s i|

+ è(X)sin[^(->.)Iog-^^4^]|

pour A << — R, ^ lAj étant la fonction inverse réelle de

sh -(j
1 =

sh| T — a, 1^

(') 1{[^] et i[q] di'signeat la partie réelle et la partie imaginaire de q.
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l'oiir A := R et A = — R, il existe des solutions de la forme

cp"*" (5) et es" (5) étant continus en .v = .v,.

Toute autre solution de (5) ou (6) est une combinaison

linéaire à coej/icients constants des solutions ci-dessus. Si \

n'appartient ni à la suite A,, A^, . . ., X,/i • • • (spectre ponctuel), ni

à la coupure L-|-L' (spectre linéaire), ^équation (3), oùf(s) est

supposé continu, admet une et une seule solution ^(s) continue.

De même, si g(s) est absolument intégrable, Inéquation inté-

grale (4) admet, pour ces valeurs de )v, une et une seule solu-

tion 'l(v) absolument intégrable.

3. K(.v, /) est un noyau syniétrisable. Il existe un noyau positif

défini

S(5,0 = l<>g^

tel que

K(5, t) S(f, y) dt = M(x, y).0

est une fonction symétrique par rapport à x et j'. On peut trouver

une fonction y(.ç, A), définie sur L et L', dont l'intégrale par

rapport à A est une solution différentielle de l'équation (6). On
entend par là qu'en posant

AA*= / y (s, X)dl,

•A
la relation

W* ~
I

K(t, s)\li' dt = o

aura heu. Alors les expressions

AA = Tlo- ~l\* dt,

'A: ''^i

^\i = flos}ll^\r dt
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correspondent à une solution différentielle de l'équation (5). Soient

A, A et A. A deux intervalles sur L+ L' n'empiétant pas l'un sur

l'autre. Ak)rs on aura

Par un choix convenable de '/{s, A), on peut faire en sorte que

Taâ A*A dt = \l
• c

11 existe deux fonctions y (v, a) et
'f

(5, a) telles que

^ >. +- A>. ^ A -I- A),

AA=/ ^(s,l)nl, AA*=
/

/^(s,X)dA.

Supposons de plus que les fonctions fondamentales 'i/|, 'l>.,i •<

<p,j de l'équation (6) correspondant aux valeurs principales A,,

X2, . . ., A/n . . . sont normées d'une telle manière que

{p = q)-f f\og^'l,As)'h,{t)dsdt=
°

Si l'on pose

les 3/9 (v) sont des fonctions fondamentales de l'équation (5) qui

satisfont aux relations

Dans le.paragraphe 12 se trouve démontré le théorème suivant :

Posons

f;=Jf{t-)^{t,-).)dt,

où f{s) est (ine fonction telle que

f Tl'Jg— l/l*-)l \f{t)\dsdt
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existe. Alors on a

,-R

\n -^j'fi ^^ -^f fi '^"'^

-fJ^'^-v:/^'^^^'^
"^^ '^^

Nous citons encore une proposition relative au développement

des fonctions arbitraires analooue à un théorème connu de

MM. Hilbert e-t Schmidt, concernant les noyaux réguliers.

Toute fonction de la forme

I
M (s, t) h(t)dt,

oii h (t) est une fonction arbitraire telle que

ff\og^\h(s)\ \hit)\dsdt

converge, admet le déieloppement absolument convergent

J =

oii Von a posé

h„= f h{t)'b,,{t)dt,

hx=~Jh{t)k*{t,\)dt.

NOTE SUR LE TIR EN TERRAIN INCLINÉ;

Par le Gknkral d'Artillkrie P. DUBOIS.

La présenle Note a pour objet cie hiire ressortir certaines pro-

priétés très simples de la trajectoire dans le vide d'un point

matériel auquel on a imprimé une vitesse V, et d'en déduire la

détermination des angles de tir à adopter pour une distance donnée

lorsqu'on tire à cette dislance dans les différents sites.

Posons d'abord la question d'une façon précise et faisons res-

sortir la nécessité de la traiter.



MÉLANGES. o.3i

Un objectif B, sllué à une distance d d'une pièce P, peut se

trouver, soit sur le même plan horizontal PH que la pièce P, soit

Fis. 1.

sur un plan PS faisant avec PH un angle S. Autrement dit, la

position de l'objectif B est déterminée par la distance 6? à la pièce

Pet^.

Ceci étant, si l'on considère un objectif situé à la même dis-

tance d dans les différents sites, la question qui se pose est celle de

l'angle de tir à adopter.

Sur le plan horizontal PH, cet angle de tir, que nous appel-

lerons a, est donné par les tables de tir.

n s'agit de savoir ce qu'il doit être, pour la même distance, sur

les différents sites, par exemple sur le site ,3 du plan PS.

A cet égard, les manuels, instructions et tables de tir d'artillerie

distinguent les angles de site positifs pour les pentes montantes

et les angles de site négatifs pour les pentes descendantes à partir

de la pièce P.

En outre, ces divers documents énoncent, comme règle géné-

rale, que lorsqu'on tire à une distance c?, sur un site négatif, il

faut diminuer l'angle de tir a qui convient à la distance d en

terrain horizontal et que, lorsqu'au contraire on tire à cette même
distance d sur un site positif, il faut augmenter l'angle de tira

défini comme ci-dessus.

Pour préciser, les manuels, instructions et tables de tir spé-

cifient que lorsqu'on tire à une distance f/ sur un site, on fait subir

à l'angle de tir qui convient, en terrain horizontal, une correction,

dite correction complémentaire de site, qui est toujours négative

lorsque le site est négatif et toujours positive lorsque le site est

positif.

L'objet de cette Note est de démontrer que cette règle est

inexacte et que, notamment, lorsqu'on tire sur un she positif, la
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correction ooniplémenlaire de site qui convient n'est pas toujours

positive, comme on l'indique, mais doit être, suivant le cas, néga-

tive, nulle ou positive. Pour donner une idée de ce qui se passe, le

calcul démontre que si, avec une certaine pièce et une certaine

charge, on tire à 4ooo'" sur un site PS incliné à io°, il faudra, par

exemple, adopter un angle de tir de 9" en terrain horizontal et un

Fis. 2.

angle de 7° seulement sur le site PS de 10" (les différences sont

de cet ordre et peuvent atteindre plusieurs degrés). Loin donc

qu'il ("aille adopter, comme on l'énonce dans les instructions, une

correction complémentaire de site positive, cette correction devra

être négative et même, dans un grand nombre de cas, fortement

négative.

Si nous continuons la comparaison entre les angles de tir à

adopter pour une distance en terrain horizontal et la même distance

dans un site positif, io° par exemple, le calcul démontre que

tant que la distance de l'objectif est inférieure à une certaine dis-

Fig. 3.

Eî

.?,--"""

tance PB, == 6, la correction complémentaire de site doit être néga-

tive; que lorsque la distance de l'objectif est égale à S, la correction

complémentaire de site doit être nulle et que, lorsque la distance

de l'objectif est supérieure à S, la correction complémentaire de

site change de signe et devient positive. En outre, la distance à

partir de laquelle le changement de signe se produit est essentiel-

lement variable et est fonction, à la fois, de l'angle a qui convient à

la distance en terrain horizontal et du site [i.

On voit combien, radicalement, celte règle diflcre de celle qui
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figure dans les tables de tiret, par suite, l'ititérét qu'il y a à traiter

la question.

On tirera aussi de l'étude ci-après certaines conclusions inté-

ressantes, notamment :

i" Sur l'allure générale des variations de la distance o définie ci-

dessus lorsque le si le varie de o° à 90";

2" Sur la portée maxinia que peut atteindre une pièce tiiant

dans les différents sites, comparativement à celle dont elle est

susceptible, lorsqu'elle tire en terrain horizontal;

3" Sur l'angle de tir, compté à partir du plan de site, pour

lequel cette portée maxima est obtenue.

Nous rapportons à deux axes rectangulaires Pjo (horizontal)

et Py (vertical) la- trajectoire dans le vide d'un projectile lancé

Fig. 4,

par une pièce P avec une vitesse initiale V et un angle de pro-

jection 'S.

On sait comment cette trajectoire se détermine.

Si la pesanteur n'existait pas, au bout du temps ^, le projectile

serait sur la droite de projection PL, en un point A, tel que

PA = vt.

^lais, du fait de la gravité, et au bout du même temps /, le pro-

jectile est tombé de A en M, et s est placé ainsi sur sa trajectoire

en s'abaissant de la hauteur AM, dont la loi de la pesanteur

donne la valeur bien connue :

AM = -fft^-.
2

En appelant x ely les coordonnées du point M de la trajectoire
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à l'instant t, on aura donc

X = PA cos ç = \t cos(p,

y = M /?t = A m — AM = V/ sincp gt^,

et, en tirant de la première égalité la valeur de ^, savoir :

X
t = ,

V COStj)

on obtient finalement l'équation suivante de la trajectoire PMD :

(0

Pour déduire de cette équation les conditions du tir (angle de

tir et portée), sur un plan quelconque PS, dont le site positif

est ,3, nous considérerons Tangle es comme la somme de deux

autres : SPj:= |i et LPS = c; — ^, que nous désignerons par a.

Ceci posé, il suffit d'examiner la figure pour reconnaître que PB

est la portée obtenue avec l'angle de tir a dans le plan PS dont le

site est ^.

Nous déterminerons PB, puis PB,,, portée obtenue avecleméme

angle de tir a en terrain horizontal et nous comparerons ces deux

longueurs. Cette comparaison nous donnera la véritable loi ; elle

montrera, comme il est dit plus haut, que la correction complé-

mentaire de site n'est pas toujours positive et elle indiquera la

position sur la droite PS du point où elle change de signe, néga-

tive à gauche de ce point, positive à droite, et nulle en ce point

lui-même.

Ayant posé a = '^ — |î, et par suite 'j = a
-|- Jj, transformons

en outre ré(|uation ( i) de la trajecl<^iire en coordonnées polaires.
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en prenant pour arguments les vecteurs tels que PB = p et les '

angles de site ^3.

L'équation de la trajectoire devient

^
I fo'^cos^S

p sin s = cos3 tane(a -1- B )
.,

'^
'

„

.

k\'

En divisant les deux membres par p, on obtient la portée PB sur

le site ^ par la formule suivante qui se déduit immédiatement

de l'égalité précédente :

et qui se réduit elle-même à celle-ci :

2 {'''sin a cosl'a -f- 3) .,,

('> P? = JZ^ ^^'

C'est la portée obtenue sur le site ^3 avec l'angle de tir a. En

faisant dans cette formule ^ = o, on obtient la portée en terrain

horizontal avec le même angle de tir :

2P*sinaco5a t'^sinaa

«^ ^ = ~7~'

formule bien connue.

Comparons maintenant les valeurs de p^ et de p„. On a

?^ cos('3(-i-P)__i — tangatangP

po
~ cos^^icosct cos ^

On reconnaît d'abord immédiatement, qu'en général, les deux

valeurs de po et de pg sont difféi entes. Elles ne peuvent être égales

que si

i — tanga tangS = cos Pi.

On en déduit
1 — cos s

tanga= ^
la n g ;i

ou

2 sin-* - cos [5 _

(i) tanKX= ^

—

r.
= cos3lang-.

^ ' " sin |j
'2

(') L'indice ajoute à o indique l'angle de sile auquel se rapporte la valeur de p

considérée.
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Pour qu'un angle de lir a donne la même portée en terrain hori-

zontal et sur le site 8, il faut donc que a soit lié à ji par la relation

tanga = cos[i tang -•

De a, on déduit la portée que fournit cet angle à la fois en

terrain horizontal et sur le site |3.

Supposons. par exemple qu'on tire sur un site ^3 = 3o". On a

tanga = «jSGB X 0.^.66 = 0,131.

Ce qui donne sensiMement a= iS", et, dans la moyenne, une

portée qui représente environ la moitié de la portée maximum en

terrain horizontal.

Serrons mainlenant la question d'un |)eu plus près et reprenons

la formule (2)
Pp _ I — tanga langj3

?o cos[3

Nous en avons déduit (3) que pg sera égal à p(, lorsqu'on aura

3
langa= cosp tang—

,

et a donnera alors la seule distance à laquelle on pourra tirer

dans le site |j sans avoir aucune correction complémentaire de

site à faire et en prenant le même angle de lir a qu'en terrain

horizontal.

Voyons de même les conditions dans lesquelles ^a sera plus

grand ou plus petit que Oq, c'est-à-dire dans quel cas il faudra

faire à l'angle a une correction complémenlaire de site, négative

ou positive. *

Pour que Sg soit >• p^, il faut que

r — tanga tang^

cos3

d'où l'on déduit
tanga lang3 < I — cos |j

et, par le même calcul que celui déjà fait précédemment,

{.l suii're.)

tanga < cosp tang-
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MELANGES.

NOTE SUR LE TIR EN TERRAIN INCLINÉ (suite et fin):

Par le Général d'artillerie P. DUBOIS.

On verra de même que, pour que pg soit < poj '1 faut que

tangx > cos^ lang- •

On arrive ainsi à celte rè^le générale pour déterminer, en site

positif, le sens de la correction complémentaire de site à adopter :

Le site sur lequel on tire étant p, calculer cos^tang-ef

déterminer :

i" Uangle a tel que tanga^ cos[3tang-«

1° La distance o qui correspond à l'angle de tir a en terrain

horizontal.

Si la distance d à laquelle on doit tirer sur le site |j est

inférieure à S, la correction complémentaire de site est néga-

tive; si d= h, elle est nulle; si d est plus grand que o, elle

est positive.

Remarquons, en reprenant la formule

Pp I — langa lang^

Po cos[i
'

que, pour|i = o, le plan de sile se confond avec le plan hori-

zontal çia= po 6t la correction complémentaire de site est nulle à

toutes les distances, ce qui s'explique de soi-même.

Voyons aussi ce qui se passe lorsqu'on tire sur un site négatif,

par exemple, dans le cas de la figure ci-dessus, le site négatif étant

en valeur absolue HPS = |j et l'angle de tir étant LPS =: a.

Bull, des Sciences mathém., 2° série, t. XLIII. (Décembre 1919.) 19
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En refaisant le calcul dans les mêmes conditions que précédem-
ment, on arrive aux formules

P? T^j cos^(P — a)[sinp— cos p tang(P — a)],

?;.=
2 p-sina cos(p — a)

g cos^ B
^^

P£ ^ i + langatang^

Po cos ^

Le second membre étant toujours > i , o^ est toujours >> po et

la correction complémentaire de site est donc toujours négative

lorsqu'on tire sur les sites négatifs.

Fi-. 6.

On s'explique un peu l'erreur, capitale cependant, quia pu con-

duire à indiquer que la correction complémentaire de site est

toujours positive sur les sites positifs.

Cette correction toujours négative et importante sur les sites

négatifs élevés, diminue constamment lorsque ces sites se rap-

prochent de l'horizontale et devient nulle pour le site o.

On en a conclu trop facilement que cette fonction, d'abord

négative et passant par o, devenait ensuite toujours positive en

même temps que les sites auxquels elle s'appliquait. Or, c'est là

une erreur que démontrent, non pas seulement l'étude qui pré-

cède, mais aussi de nombreuses applications de calcul qui ont été

faites à ce sujet.

Examinons, par exemple, comment varient :

1° L'angle a qui donne ('gallté de portée sur le site o et sur le

site ^ lorsque le site p varie lui-même de o" à 90".

2° La portée correspondant à cet angle a sur les différents sites

positifs.

Remarquons d'abord que, d'après la formule

tanga = cos [3 tang - >



MÉLANGES. 289

a est nul pour ^ = o et pour ^ = 90° et qu'entre ces deux limites,

il a une valeur déterminée qui n'est pas nulle. Parlant ainsi de o,

augmentant et revenant à o, il passe donc dans l'intervalle par

un maximum que nous allons chercher.

Pour cela, égalons à o la dérivée par rapport à ^ de la fonction

tanga; autrement dit, comme le montre un calcul très simple
;

écrivons
cos 3 .

B— sin p tang - ,

1 cos^ -
2

d'où l'on déduit facilement

cosp = sin2p et cos^P+coS|3 — 1 = 0,

équation du second degré en cos|j, dont la racine positive est

„ \Jb — \

cos p = ,

2

valeur connue et qui n'est autre que le côté du décagone régulier

dans le cercle de rajon i. On arrive donc à celte conclusion assez

curieuse :

L'angle de site qui allrihue son maximum à l'angle de tir a et

où, par conséquent, la correction complémentaire de site reste

négative à la plus grande distance de la pièce, a pour cosinus le

côté du décagone régulier inscrit dans le cercle de rayon i. Cet

angle de site a pourvaleur 5i°i 2' et l'angle a correspondant 2o"i8'.

11 est facile de tracer le premier de ces angles] par la cons-

truction suivante :

AB étant le côté du décagone régulier, mener la bissectrice AG
de l'angle OAB, on sait que OC = AG ^ AB, ce qui est une pro-

priété du décagone régulier.
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Élevons la perpendiculaire CD sur OB jusqu'à sa rencontre D
avec le cercle; l'angle DOB aura bien pour cosinus le côté du déca-

gone régulier et sera par conséquent l'angle de site cherché.

Cherchons maintenant à nous rendre compte avec plus de pré-

cision des valeurs de oq qui correspondent à l'angle limite a dans

les dillerents sites.

Prenons à cet effet deux axes rectangulaires Pj: et Pk, ayant

pour origine la pièce P, Pj étant horizontal, Py vertical; faisons

rayonner à partir de P des droites dans les différents sites et portons

sur ces droites les portées qui correspondent aux diverses valeurs

de a et qui, comme on le sait, varient dans le même sens que a

ou langa.

Nous savons que, a étant l'angle limite défini ci-dessus qui est

lié à 3 par la relation

„ S
tanga = cos 3 lang-,

la portée pjj est t'gale à p„ et peut s'écrire indifféremment

— sinaa (formule en terrain horizontal)

et
2 p'sina cos(a -4- S) ,

,
. „— (formule sur le sue B),

^0052^

étant entendu que la relation

Planga ^ cos^i tang -

existe entre a et |j.

Employons la première formule et écrivons

ûû = — sin 'la = sin a cosa-
' '^ 8 8

D'après une formule connue, on peut écrire aussi

2 v"^ langa

t^~ g \-\- langea

ft

ou, en remplaçant tanga par cos |j tang->

S

^^,2
cos^lang-

I -4- cos- [i lane;* -
I -4- cos- [i lang'

2
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ce qui précède, par une transformation simple, peut s'écrire aussi

r_sinîi^sin2 3|

Cette expression met sous une forme intéressante la valeur

de p^. Elle est en effet un produit de deux facteurs, dont le

premier, — sin 2 |j, est la portée qu'onobtient en terrain horizontal

avec l'angle |5.

L'autre facteur

2 I
— sin^i. sin^p

augmente constamment quand ji augmente et varie de - quand 3= o,

à I quand |j atteint 90°.

On voit ainsi que, quand le site augmente de 0° à 90°, la portée à

laquelle correspond le changement de signe de la correction com-

plémentaire de site commence par être la moitié de la portée cor-

respondant à l'angle ,3 dans le tir en terrain horizontal et finit

par être égale à cette portée quand ^ atteint 90".

Réunissons les extrémités des vecteurs p« dans les différents

sites, nous obtiendrons la courbe de la figure 8, dont l'équation

en p et jj est donnée ci-dessus. Cette courbe est tangente à l'axe

Fig. 8.

des a? et à Taxe des y et se répartit, non symétriquement, de part et

d'autre de la droite OL qui fait un angle de 5i°i2' avec l'hori-

zontale (angle dont le cosinus est ]
•
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OM est le vecteur maxinuiin. Pour tous les points à l'intérieur

de la courbe ONMP, la correction complémentaire de site est

négative; pour tous les points situés sur la courbe, elle est nulle;

pour tous les points à l'extérieur de la courbe, elle est positive.

Enfin, on peut aisément calculer la valeur exacte de la correction

complémentaire de site à adopter dans les divers sites pour tirer à

une distance donnée.

Appelons a l'angle de tir en terrain horizontal pour une dis-

tance donnée d et a, l'angle de tir à prendre pour cette même
dislance sur un site ^3.

Connaissant a, nous allons calculer a,.

D'après ce qui a été démontré plus haut, on a entre a et a, la

relation

2 sin Xj co?(a:i -+- 3)

cos- 'i

d'où l'on tire

= sin 2a

sinoti cosf Xî -h J) = —1
' 2

OU, d'après une règle connue sur la différence des sinus,

sin(2ai-f- p) — sin[i =
,

OU

sin ( 2 ai -f- P) = ^
-f- sin p>

sin 2a cos- p

Dans le second membre, tout est connu, ^^ous n'avons plus que

l'inconnue a, dans le premier membre.

Posons
sin 2a cos- 3 . „—h sin y = sino

2
'

et calculons es en conséquence; nous aurons

sin(2aj-l- [3) = sin 9,

d'où l'on lire

Ce qui donnera l'angle a, à adopter au lieu de a |)Our tirer à la

dislance d dans le sile [j.

Enfin a, — a est la correction comj)lémenlaire de sile elle-même.
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On terminera cette étude par les deux remarques intéressantes

qui suivent sur la portée maximum qu'on peut atteindre dans les

divers sites.

En terrain horizontal, la portée correspondant à un angle de

tir a est donnée par la formule

P = — sin aa
8

9

et sa valeur est maximum lorsque a = 45°-

Nous allons démontrer que, lorsqu'on tire sur un site [3, la

portée maximum est obtenue, pour la valeur de a,

90 -pa = -'
2

On sait que la valeur de la portée pour un angle de tir a dans

le site [3 est donnée par la formule

9. p2 sin a cos(a -+- [3 )

"'?
g COS- [îi

La variable a n'entrant qu'au numérateur de cette expression, la

portée maximum sera obtenue lorsque la dérivée du numérateur

par rapport à a sera nulle, c'est-à-dire pour

cos(a 4- [B) cosa — sin (a -f- [3) sin a = o,

ce qui revient à

cos(2a -I- P) = o

ou

2

comme on l'a énoncé.

On peut remarquer que cette valeur de l'angle de tir a donnant

la portée maximum est absolument générale. Il suffit, par exemple,

défaire [B = o pour retrouver l'angle de 45° qui donne la portée

maximum en terrain horizontal.

Voyons maintenant comment varie cette portée maximum
suivant le site.

Notre formule

2 1'- sin acosCa -i- [j )

^^^ ~g côs^'p
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peut aussi s'écrire, en vertu d'un the'orème connu,

_ »>" sin(aa-f-p) — sin[3

Mais nous savons que, dans le cas du maximum, aa 4- ^=:qo°.
Donc la portée maximum sur le site [Bque nous désignerons

par TTg est

_ t'î I — sin^

P~ ^ cos"-p

ou
p2 1 — sin P i>^ I

~"
ff I — sin^p ~ ^' n-sin^'

c'est-à-dire la portée maximum en terrain horizontal, qui est —>

multipliée par le facteur r—r-qui est plus petit que i et décroît

de I à - lorsque [3 varie de o" à 90°.

C'est ainsi que dans les tirs contre avions, qui se font dans les

sites souvent voisins de la verticale, les portées maxima se trouvent

très sensiblement diminuées, au fur et à mesure qu'on s'élève en

site. Pour |î:=c)o", 7^^= . C'est la moitié de la portée maximum

en terrain horizontal.

En résumé, l'étude ci-dessus conduit aux principales con-

clusions suivantes :

1° Lorsqu'on tire sur un site négatif, la correction complémen-

taire de site est toujours négative.

2" Lorsqu'on tire sur un site positif, lu correction complémen-

taire de site reste négative tant que la distance à laquelle on lire

est inférieure à une certaine distance limite o qui est fonction du

site et qui peut d'ailleurs représenter une très notable partie de la

portée maximum (plusieurs milliers de mètres par exemple).

3" TjOrsque (sur un site positif) on tire à la distance S définie

ci-dessus, la correction comphimentairc de site est nulle.

4" Lorsque (sur un site positif) on tire à une distance supérieure

à 0, la correction complémentaire de site est positive.

5° Dans le plan de tir et du côté des sites positifs, une courbe

de forme ovoïde, tangente à l'axe des x et à l'axe des^', sépare les
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deux zones où la correction complémentaire de site est négative

ou positive; sur cette courbe elle-même, la correction est nulle.

6° Dans un site quelconque |^, l'angle de tir a qui donne la

portée maximum est donné par la formule

90
a =

7° Dans un site quelconque [i, la portée maximum que nous

appellerons -o, fournie comme on vient de l'indiquer par l'angle

de tir y. = -> est donnée par la formule

,.0

On voit ainsi que pour 3 = go cette portée maximum est moitié

de ce qu'elle est en terrain liorizonial.

DÉMONSTRATION DU LEMME DE LEBESGUE <
'1 SANS L'EMPLOI

DES NOMBRES DE CANTOR;

Par M"' Grâce CHISHOLM YOUNG.

1 . Définition. — Considérons un ensemble d'intervalles qui

n'empiètent pas l'un sur l'autre, tous contenus dans un segment

donné [a, z) et tels que tout point de ce segment, sauf le point ^,

appartienne à l'un de ces intervalles soit comme point intérieur au

sens étroit, soit comme extrémité gauche. Ces intervalles consti-

tuent ce qu'un appelle une chaîne de Lehesguc (a, z) ou chaîne

de Lehesiîue s'élendant de a à z.

(') Conlenu implicitement dans Lebesgue {Leçons sur VIntégrale, p. 62

et 122), et explicitement dans W. H. Young (Quart. Journ. of Math., t. XLII,

p. 78). Voir aussi Proc. Lond. Math. Soc, 2- série, t. XIV, p. 128-180.

La seule démonstration tentée jusqu'à présent est basée sur les nombres de

Cantor de i'', 2" et 3' classes. Celle de la présente Note n'implique que la notion

d'infini conlenu dans la série des nombres naturels. Pal a prouvé le lemme sans

se servir des nombres de Canlor dans le cas particulier où il n'y a qu'un inter-

valle correspondant à chaque point.

"9;
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Lemme. — Etant donné dans (a, z) un ensemble d^intervalles

tels que chaque point de (a^z) est Vextrémité gauche d\in au
moins de ces intervalles {'),_il existe une chaîne de Lebesgue

(a, z) constituée par des intervalles de cet ensemble.

Soit X un point quelconque de l'intervalle a^a? << ^, et soit x'

l'extrémité droite du segment constitué par tous les points de

toutes les chaînes" de Lebesgue partant de x qu'on peut former au

moyen d'intervalles de l'ensemble donné. A chaque point x de

l'intervalle nous avons ainsi associé un second point x' bien déter-

miné et nous avons
a ^a? < ar'l z.

Si x' coïncide avec z pour tous les points x^ la démonstration du

lemme est immédiate, comme on le voit facilement. En effet, il

suffît de prendre d'abord une chaîne de Lebesgue (a, b)^

où c — ^ •< •
)
puis une chaîne (6, c), où z — c << -> et ainsi de

suite. En réunissant toutes ces chaînes, nous aurons une chaîne de

Lebesgue (a, z). Le lemme sera donc établi si nous pouvons

démontrer que x' coïncide toujours avec z.

2. Supposons que, pour une certaine position de x, le point x'

qui lui est associé ne coïncide pas avec z.

Dans ce cas, il n'y a pas de chaîne de Lebesgue (jc, x')., car une

telle chaîne (a?, x) constituerait avec l'un quelconque des inter-,

valles de l'ensemble donné qui ont x' pour extrémité gauche, une

nouvelle chaîne partant de x et dépassant x' . Or, ceci est impos-

sible.

Cependant, nous pouvons trouver une chaîne de Lebesgue (.r, b)

dont 1 extrémité di'oite b soit à une distance de x' inférieure à e,,

où <?, < I, et

X < x'— ei < 6 < a;' < 2.

Le point b' associé à b doit alors ou coïncider avec x\ ou bien être

situé entre b eX x' \ car s'il était situé au delà de x\ on pourrait, en

ajf)ulant à notre chaîne de Lebesgue (.r, b) une nouvelle chaîne

(') Ils peuvent mî-me f.)rinfr un sous-ensenible inliiii d'intervalles.
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partant de 6, l'étendre au delà de x' . Ainsi, nous aurons

a7<ar'— ei< b < b'^x' <:^z.

Nous considérons maintenant l'intervalle (6, b') et nous raisonnons

comme nous venons de le faire pour (a:, x'). Nous trouvons ainsi

une nouvelle paire de points associés (c, c) tels que

b <^ b' — e2<c<c'|6', où ^2 < - •

2

En continuant de même indéfiniment, nous obtenons une série de

points associés deux à deux (x, x'), (6, 6'), (c, c), (û?, <i'), . . ., où

(0
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APPROXIMATION DES FONCTIONS PAR LES SERIES DE PUISSANCES
A COEFFICIENTS COMMENSURABLES;

Par m. Michel PETROMÏCH.

M. Borel a signalé le fait qu'étant donné un développement

(i) /(s) = ao-+- aiz -}- aa-z'-r-.. .,

on peut lui substituer (et cela d'une infinité de manières) un autre

développement

(2) !5(2) = Ao-f- Aj C -H AoS'-r-. . .

à coefficients A„ nombres commensiirables^ ayant mêmes singu-

larités que f{z) dans toute région du plan où les deux fonctions

existent [Fonctions méromorphes, p. 36-3^).

Etablissons qu'on peut choisir les A^ de manière que le

module de la différence f[z) — '^{z) soit, dans un cercle

donné, plus petit qu un nombre t donné à Vavance.
A cet effet, soient Àq^ ^h, >'-2? • • • une suite de noxnhres commen-

surables tels que la série

(3) H(5) =

ait son ravon de convergence non nul. Soit c un nombre réel

positif commensurable supérieur ou égal au plus grand module

de H (s) pour z compris dans un cercle C, ayant l'origine comme
centre et un rayon R ne surpassant les rayons de convergence r

et respectifs des séries (i) et (3).

Posons

(4) tn= loi C\n an

(q étant un entier positif donné), désignons par T„ la partie entière

du nombre /„ et envisageons la série à coefficients commensu-

surablcs (2) où

(5) A,= ^=-^.
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rayon inférieur à i), la série o{z) est une série de puissances

à coefficients nombres entiers^ divisée par un nombre entier.

Si Ton prend les \„ tels que
|
A«««| tend uniformément vers zéro

lorsque n au^;menle indéfiniment, la fonction oi^z) se réduit à un
polynôme en z ci coefficients nombres entiers, divisé par un
nombre entier. En effet, le nombre t,i devient plus petit que i

à partir d'un rang fini n ^= p, de sorte qu'on aura T^^, = o,

T^p+2^0, T^^3= o, ..., et par suite aussi A^^, = o, A^^2= o

Ay5^3=o, .... La fonction cp(^) se réduit à un polynôme de

degré /) = q -{- h , où h varie avec la suite A,n mais ne change pas

avec le degré d'approximation q exigé.

Lorsque f{z) est une fonction entière de z, le rayon R du

cercle C dans lequel cette dernière approximation peut s'effectuer

se laisse augmenter indéfiniment : il suffit de prendre pour les X„

une suite de nombres commensurables tels que les deux expres-

sions |)^n|~" et l^rta,,] tendent uniformément vers zéro lorsque n

augmente indéfiniment. Ainsi, dans le cas d'une fonction f{z-) de

genre fini, on prendra, par exemple, pour X„, un nombre commen-

surable quelconque inférieur ou égal à (/z!)^"*"', puisque le produit

d'un tel nombre par le module de a,i tend uniformément vers zéro,

d'après le théorème connu de Poincaré.

FIN DE LA PREMIERE PARTIE Dl TOME XLllI.
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ANNALI DI MATEiMATIGA PURA ED APPLIGATA.

Série III, Tome XIX, iç)\i.

Giidotto (Virfiilio). — Funzioni ipersfericlie poliarinoniche ad

iina variabile (Fonctions hypersphériques poljliarmoniques à

une variable) (1-19).

On sait que ce sont les solutions liomogènes et d'un degré n entier d'une

équation de Laplace d'ordre q

a;// = 0,

dans l'espace à N dimensions. L'auteur détermine le nombre de ces fonctions

linéairement indépendantes et en fait une rapide élude générale.

Il sV)ccupe plus particulièrement de celles de ces fonctions qui, ne dépendant

(jue de la variable x. sont définies par le développement

27-N

ces fonctions X^ „i^) "^ diflerent donc pas des C"(ar) souvent étudiées (').

Notons, parmi les formules établies par l'auteur, des expressions des fonc-

tions X^ ^ analogues à celles de Dirichlet el d'Ivory et Jacobi pour le?

(') Cf. Encyclopédie (édition française, t. II. vol. ,j, p. •>.')-).



6 SECONDE PARTIE.

polynômes de Lcgendre ; c'est ainsi que l'on a

3 2// —

N

v'/ ^ r '"
, X

—
'i

— III — ^ — in
A V7i -- - \ ( 2 COS

-f
2 ^ ) 2 COS —^ w d-^

^ 2 7 — N
,1 / , , —;— Ta^— N— 2« 27 — N |

H— / (2C0SCP — 2a;) - COS —i ~ rAds.~ J ^ L 2 2
I

'

M. Giulotlo donne aussi les formules exprimant les l'onctions d'indice

V ( =; N — nq) comme dérivées de fonctions d'indices moindres, ou comme
sommes de produits de fonctions sphériques ordinaires. Il fait enfin une brève

étude de ces fonctions dans l'intervalle — i. -^i.

J.rvi [Eiigenio-EUa). — Sopra un leorema di esistenza per le

soltizioni délie equazioni aile derivate parziali del secondo

ordine (Sur un théorème d'existence pour les solutions des

équations aux dérivées partielles du second ordre {suite et fhi)

(2.-35).

L'auteur s'occupe ici des équations

fi.jc, y, :; p, q- f, s,t)^o

du type parabolique, et plus particulièrement de celles qui possèdent des carac-

téristiques de la seconde classe (équations de Goursat et von ^^eber). Il en

décrit les propriétés caractéristiques et démontre à leur sujet le théorème
suivant :

Etant données deux courbes de l'espace qui se rencontrent en un point 0,
// existe une seule sur/ace intégrale qui passe par ces deux courbes, pourvu
qu'aucune d'elles ne soit tangente à la direction de la caractéristique à
laquelle appartient l'élément du second ordre en O de la sur/ace à cons^

traire.

Biissjan (Cesare). — Sopra il cangianiento di variabili indipen-

denti nell' intégrale triplo (Sur le chanoemeul de variables indé-

pendantes dans l'intégrale triple) {^--i'.i).

L'auteur démontre la formule du changement de variables en utilisant la for-

mule de Green dans l'espace.

Jfi/rlson {Jlilil(i-I\). — (3n fundamental points in Cremona
Space-lransfornialions (Sur les points fondamentaux dans les

transformations de Cremona de l'espace) ('(à-.')!)).

L'auteur étudie le nombre des conditions linéaires imposées par l'existence

d'un point fondamental multiple isolé avec crSne des tantientes dégénéré et con-
tenant une partie fixe. Il étudie aussi le nombre de points d'intersections équi-



REVUE DES PUBLICATIONS. 7

valerus à un tel point multiple dans linteisection de trois surfaces. Il s'occupe
également du cas où les nappes de surface qui touchent la partie fixe du cône
des tangentes ont un contact d'ordre supérieur, et enlin des points multiples
analogues sur des courbes fondamentales. .Nombreux exemples de transforma-
tions de Cremona présentant des points fondamentaux de la nature précé-
dente : grâce il l'introduction de tels points, l'auteur construit des transforma-
lions d'ordre n quelconque sans courbes fondamentales.

Sannia (Gf/sfft\r'\. — Osservazioni sulla « Réclamation de prio-

rité » del sig. Zindier (Observations sur la « Réclamation de

priorité » (Je M. Zindier) (oj-jg).

Calapso [Pasquale). — fntorno aile superficie applicabili sulle

quadriclie ed aile loro trasformazioni (Les surfaces applicables

sur les quadriques et leurs transformations ) i()i-82, 10--1-8).

Dans un autre Mémoire ('). l'auteur avyit formé le système dilTérenliel dont

dépend l'étude des déformées des quadriques. en prenant le problème au point

de vue iatrinsèque, c'est-à-dire en rechercbant les systèmes conjugués communs
à une quadrique et à une surface applicable sur elle. Il développe ici, du même
point de vue, la théorie des transformations des surfaces applicables sur les

quadriques. qu'il obtient donc comme transformations des solutions du svstéme

différentiel précédent.

Il trouve ainsi pour les transformations B^ de Bianchi, relatives à une qua-

drique à centre, une représentalion analytique analogue à celle qu'établit

Bianchi pour les paraboloïdes. Mais la méthode suivie met en évidence de nou-

velles transformations, nommées par l'auteur B^, qui constituent un cas limite

des Bj.

L'auteur établit d'importantes propriétés géométriques des transforma-

tions B^. On sait que, S et S' étant deux surfaces déduites l'une de l'autre

par une Bj. S est susceptible d'une transformation infinitésimale, le déplace-

ment de chaque point se produisant parallèlement à la normale au point cor-

respondant de S'. Dans le cas d'une B^, cette déformation infinitésimale est

une translation isotrope, et inversement, à toute translation isotrope d'une S

correspond une B^ bien déterminée.

Le tiiéorème de permutabilité de Bianchi s'étend aux transformations B^ :

M. Calapso en donne une nouvelle démonstration.

Signalons enfin une étude, rendue plus aisée par les représentations analy-

tiques précédentes, des relations des transformations Bj avec les autres trans-

formations des déformées des quadriques (transformations de Guichard et

transformation involutive H de Bianchi;.

Cisolti ( U.). — .Sopra la traslazione uniforme di un solide in mx

liquido indefinito (Sur la translation uniforme d'un solide dans

un liquide indéfini ) (83-io6).

(') Rend, di Palernio, ifi'o, p. 297.
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Etude, suivant les méthodes dues à M. Levi-Civila. du mouvement (mouve-
ment plan irrotalionnel ) de translation uniforme d'un solide immergé dans un

liquide indéfiniment étendu.

L'auteur ne s'occupe que des mouvements continus; je renvoie le lecteur, à

propos de la nécessité d'introduire au contraire des lignes de discontinuité

sélendant à l'infini, au bel article de M. H. Villat paru récemment dans le

Bulletin (' ). En gardant les notations de cet article (p. 6), le domaine D est

constitué ici par le plan /avec une coupure suivant un segment de l'axe réel.

M. Cisotli représente ce domaine sur l'extérieur d'un cercle du plan d'une nou-

velle variable Z. Il forme alors la fonction Qi"^), dont dépend la solution du

problème posé, pour le cas d'un obstacle polygonal. Par exemple, dans le cas

((|u'il traite complètement) d'une lame rectiligne inclinée de l'angle a, on a

P. = i log
;'-«

Dans le cas d'un profil curviligne régulier, on a

<0d étant la solution correspondant à un profil circulaire et Q.' une fonction

régulière à l'extérieur du cercle considéré. La partie réelle et la partie imagi-

naire de Çl' sont simplement liées à la courbure du contour.

jSielsen (^\iels). — Stir les transcendantes élémentaires et les

nombres de Bernoulli et d'Euler (1-9-ao^).

L'auteur étudie les polynômes en x définis par le développement, en série

entière de a, de la fonction [»(a)]-^ [«(o) :=i]. Il examine divers cas partU

<?uliers et étudie aussi les polynômes en x et y définis par le développe-

ment de

{ cosx — Tsina)--' ou de (
'

)

11 donne de nombreuses relations (formules d'addition, équations aux dilFé-

rcnces finies) vérifiées par ces polynômes, dont il indique, d'autre part, diverses

représentations analytiques. Les polynômes introduits, dont certains jouent un

rùle notable en Analyse, prennent, pour des valeurs simples des variables, dos

valeurs remarquables : nombres de Bernoulli, d'Euler. coefficients de la tan-

gente: l'auteur déduit donc, des représentations données pour les polynômes,

de nombreuses expressions de ces nombres.

/{(i/iuni (Arthur ). — On the projecli ve dillcrential geomelrv of

N-dimensional spreads generaled bj 00' liais (Sur la géométrie

difTérentielie projeclive d'étendues à N dimensions cngendré«'s

par x' variélés linéaires ) (?.o5-2/|<)).

(') Tome \L1I, i(|i8.
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Il s'agit de multiplicités S à m dimensions décrites par un espace linéaire F^_,

à m — I dimensions qui dépend, d'une façon continue, de i paramètre. Ces

multiplicités généralisent, dans l'espace projeclif à n — i dimensions, les sur-

faces réglées. L'auteur en étudie les propriétés qui ont pour correspondantes,

dans l'espace ordinaire, la distinction entre surfaces développables ou non, les

relations entre une développable, son arête de rebroussement, la multiplicité de

ses plans tangents.

La multiplicité S étant définie par les trajectoires de m points indépendants

de F^_i, l'un de ces points P a des coordonnées (homogènes) fonctions d'un

paramètre et le point dérivé P' (dont les coordonnées s'obtiennent par dériva-

tion) décrit la trajectoire dérivée. L'auteur introduit alors la multiplicité tan-

gente de S définie par les trajectoires de S et leurs dérivées et la multiplicité

focale de S définie par les trajectoires de S dont les dérivées sont aussi trajec-

toires de S. Ces deux notions (focale et tangente) ne sont pas inverses l'une

de l'autre, de sorte que les focales et tangentes d'ordre quelconque de S forment

un arbre (tree) dont l'auteur étudie la ramification.

lUanchi [Litigi). — Siii sistenii obliqui di Weingailen (Sur les

systèmes obliques de Weingarten) (aoi-SSo).

Ce sont les sj'stémes de 00' surfaces pseudosphériques d'égal rayon, telles que.

dans la correspondance que définissent sur elles leurs trajectoires sous un angle

constant (cet angle peut être une constante absolue ou varier d'une surface à

l'autre), les lignes asymplotiques se correspondent par arcs égaux; les lignes

de courbure se correspondent donc. Ces systèmes généralisent les systèmes

orthogonaux de Weingarten étudiés précédemment par l'auteur; on va voir

qu'ils jouissent de propriétés analogues.

Les plus simples systèmes obliques sont constitués par l'ensemble des surfaces

déduites d'une même surface pseudosphérique par une transformation B^ de

Biicklund. On engendrera donc les systèmes obliques les plus généraux par la

répétition continue de la transformation infinitésimale de Backlund; ils

dépendent de quatre fonctions arbitraires d'une variable.

L'auteur étudie particulièrement les systèmes obliques (S^) pour lesquels les

trajectoires précédentes coupent toutes les surfaces pseudosphériques sous le

même angle : les trajectoires sont alors des courbes de Bertrand d'une même
famille. Ces systèmes se présentent (comme les systèmes orthogonaux) en

couples de systèmes conjugués, les trajectoires correspondantes étant des

courbes de Bertrand conjuguées.

Dans le cas général, M. Bianchi démontre que, comme pour les systèmes

orthogonaux de Weingarten, la transformation de Biicklund permet de déduire

une infinité de tels systèmes d'un système initial donné: mais la transformation

complémentaire joue ici le même rùle que la transformation générale de

Backlund. Enfin, le théorème de permulabilité s'applique encore et permet
d'éviter des quadratures dans l'application répétée de la transformation de

Backlund.

L ne deuxième partie du Mémoire est consacrée à l'étude des systèmes obli-

ques dans les espaces à courbure constante, positive ou négative.

Joseph Pérès.

Bull, des Sciences nialhém., 2° série, t. \LIIl, (Février igiy.) U.>
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JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES,

6* série, Tome III, 1907 (
'
).

Jordan (C). — Réduction dun réseau de formes quadratiques

ou bilinéaires. Deuxième partie (5-5 j).

Soit

une forme trilinéaire par rapport aux / variables À. aux m variables a, aux

/( variables x.

M. Jordaa se propose de ramener cette forme à une forme canonique, par

des substitutions linéaires opérées sur chacun de ces sj'stèmes de variables.

Cette cfuestion est analogue à celle qui a été traitée dans la première Partie

du présent Mémoire: la méthode est la même, les résultats sont plus variés.

On peut écrire
T;„,„ = lLj^;i.jc.,.

les L étant des fonctions linéaires des a. S'il existe seulement / variables X

ijui soient indépendantes, on pourra les prendre pour variables indépendantes

à la place des X et réduire ainsi le nombre des variables du premier système

qui figurent dans la forme trilinéaire.

Il se peut que le nombre des variables [x et celui des r soit réductible seiii-

blablement.

On suppose qu'aucune réduction de ce genre n'est possible. Dans ce cas, on a

l^mn, in^ln, n^irn.

!. 11 en résulte que si l'un des nombres /, m, n se réduit à lunité, par

exemple si l = i . on a m = n el

'|',„„ = Tj„„ = Ala... u.a:.. (a, ,j = i, ' n),

ou bien
']',„„= Ai:.M.,.iv,

les M., étant dts fonctions distinctes des variables a. I"n les prenant pour

variables indépendantes, on obtiendra l'expression canonique

T,„„= Ai:a.,jr.,.

2. La solution est beaucoup moins simple si l, m. n sont tous > i. .M. .lordan

étudie d'abord le cas de / = 2. puis celui de l = m — n = 0. l\ obtient ainsi

5i types, dont il fait l'énuméralion, en y joignant les aractères invariants qui

les distinguent.

(') /J. S. M. Voir Bu//, des Se. math., t. WXVL 1912, .>' Partie, p. 18. —
N. B. Erratum : B. S. M., t. XXXV, 191 1. 2' Partie, p. 17, ligne 6 en remon-
tant, au /ieu de 1908, lire 190') (c'est-à-dire, /ire : .Vnalyse du ./. .1/. P. A.,

année 190.') ).
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Autonne (L.). — Sur les propriétés qui, pour les fonctions d'une

variable hypercomplexe, correspondent à la monogénéilé

(53-I04).

Une quantité ou grandeur hypercomplexe x, appartenant à un groupe (s)

d'ordre n, est une expression

x^Vcgj:,, (,3 = I, 2, ..., n),

où les x^ sont des nombres ordinaires (ou scalaires) réels ou complexes, et

les Eg des symboles choisis de façon que le produit de deux quantités quelconques,

prises dans le groupe (î). appartienne au même groupe; les x^ sont les n coor-

données de X.

Pour les quantités complexes ordinaires, la monogénéité consiste en ceci ;

la différentielle d\ de la fonction est égale au produit udx de la quantité

complexe u par la différentielle dx de la variable.

M. L. Autonne cherche ce que devient la monogénéité pour les /' ions fqua-

ternions pour r = 2, . . .), c'est-à-dire dans le cas où (s) est un groupe simple,

par conséquent à multiplication non commutative, avec /( = r^ : car la mono-

généité ne peut, dans ses traits principaux, être étendue qu'aux groupes (s) à

multiplication commutative.

Pour les /•- ions, l'expression u dx est à remplacer par u dxv. En général, ces

expressions u dx v ne se réduisent pas ensemble. Le problème se formule donc

ainsi : mettre dX sous la forme

d\ 2_, "i dxi\y (i = I, 2, . . ., N').

La décomposition est possible de plusieurs façons, mais le minimum N des

nombres N' sera la catégorie N, ou indice de monogénéité'.

L'auteur adopte la terminologie et les notations de M. Frobenius dans sa

Théorie der hypercomplexen Grôssen [Sitzungsberichte de l'Académie de

Berlin, avril 1908), ainsi que les notations de ce géomètre, il en résume d'abord

les principaux résultats.

Voici les types qu'il obtient pour les fonctions

^ = ^-^.^Kii-^n

de catégorie un :

Tvpe I :

X = K,rL-)-M.

où K, L, M sont trois constantes hypercomplexes de {t).

Type II :

où la fonction \^^{t) d'une variable t est arbitraire.



12 SECONDE PARTIE.

Type III :

^=7 'M^^M^(-^'in •• /-^ir)'"- -\|5= fonction arbitraire.

6

Type IV :

^ = ^ '-«ô^ ^«* ( " ) ;
x..6^ ( O = /*T„^ (Dp^indt,

w ^ <^(7,, 7„. ..., ^J, '/y =_2^^.a'a?.SY (/«3 = const.),

'^a(^)î Psi^)) 'y = fonctions arbitraires (a, ^î,
••, o = i, 2, ...,/•).

M. Autonne est revenu plus récemment sur celte question (').

Auric{M.). — Recherches sur les fractions conliiiues algél)riques

(io5-2o6) {-).

Une question préliminaire se pose : celle de la notation. Il serait intéressant

d'établir une convention définitive. M. Auric adopte une notation allemande :

l>eul-êlre le signe — risque-t-il d'être confondu avec celui de la soustraction.

Le but de l'auteur est de rattacher la détermination des conditions de con-

vergence des fractions continues algébriques à la théorie des fonctions niéro-

morphes et quasi-méromorphes et à celles des intégrales définies à coupures

envisagées par Hermite et Stieltjes.

Tout d'abord, en utilisant un procédé identique à celui qui aurait pour but

de chercher le plus grand commun diviseur entre les polynômes

S|,= a,f iT^-i- a^^' j;*-' + . .

.

(a'^^o),

S,= af-' J7*-'H-rtf-2j:*--+ ... (af-»^o),

S
M. Auric développe ^' en fraction continue (A),

(A)=a,.r+?,

S
qui est limitée ou non, suivant que -'^ est réductible ou non à une fraction

rationnelle; (A) sera appelée forme canonique ou normale des fractions conti-

nues algébriques qui sont les quotients de deux séries entières dont les degrés

maxima dift'èrenl d'une unité.

(') 6'. /?. Acad. Se, l. 148, 1909, p. 544.

(') Mémoire couronné par l'Académie des Sciences (Grand prix des Sciences

mathématiques, 190G).
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Il en résulte la classification suivante :

Première catégorie :

s;
""'''

)^ z >r ••

avec

ici, la fraction continue ne renferme que des polynômes entiers en j:' : si S„ est

de degré maximum A'. S,, sera de decré maximum /c — mn.

Deuxième catégorie :

?î = .,-

A.. = .i
• ;"• —

/ , . m + l ' , m-1 / , m-rl

la fraction continue ne renferme que des polynômes entiers en —
; Sj, S,,

S., .... S„ sont de même degré en — •

Troisième catégorie : i" m est pair. — On a

S,. _. _ _!__^ j_^

avec

A„= 7.^x' -~ ,3„7i'-'-i-. . .-f- a„j;-~-'-r- v^x'^'.

2° m est impair. — Dans ce cas.

I I I

X''S, ~
' A,_ A3 A^

avec

Après avoir établi quelques formules générales qui lui sont nécessaires,

l'auteur de ce Mémoire étudie les conditions de convergence selon le mode de

S
croissance ou de décroissance, pour n infmi, de ^^ ; avec le secours de la théorie

des fonctions majorantes, il étudie ensuite les fractions continues qui ont l'une

des formes

Y,= A,-.

où ï„» '•>-„ sont des polynômes entiers en j: et — dont les coefficients diminuent

au delà de toute limite pour n = x; il passe ensuite à l'élude des fractions

périodiques simples et asymptotiquement périodiques.
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La dernière Partie de son travail a pour but détendre à Taxe des x tout

entier les résultats ([ue Stieltjes n'avait obtenu que pour la partie négative de

cet axe.

On trouve à la fin des formules permettant de passer d'une série de Taylor au

développement en fraction continue de la forme normale (A), puis quelques

applications à Tétude de la convergence de fractions continues rencoalrées

entre autres auteurs par Lambert. Poincaré, Stieltjes, Laguerre.

Malhy [M.-E.). — Composantes de la force magnétique d un

aimant ellipsoïdal uniforme i 207-212).

L'auteur calcule ces composantes en partant des formules qui donnent l'attrac-

tion d'un ellipsoïde homogène sur un point extérieur. Les fonctions !^ qu'on

rencontre dans le^as général, dégénèrent en fonctions circulaires ou logarith-

miques quand l'ellipsoïde est de révolution. Si cet ellipsoïde se réduit à une

,, • 1 ^ ..T sinw cosoj
spherC: on retrouve I expression classique oMl •

Jordan iC.). — Groupes abéliens généraux contenus dans les

groupes linéaires à moins de sept variables (21 3-206).

Les groupes abéliens sont ceux dont les substitutions sont échangeables entre

elles.

Soient G^. G,„ deux groupes abéliens respectivement contenus dans les

groupes linéaires à m et à n variables; la réunion de leurs substitutions don-

nera un nouveau groupe abélien, dit réductible, contenu dans le groupe linéaire

à »i -i- « variables.

M. Jordan étudie spécialement les groupes irréductibles et généraux, cest-

à-dire ceux qui ne sont contenus comme sous-groupes dans aucun autre groupe

de même nature.

Le procédé de recherche est celui-ci : un théorème préliminaire donne la

forme générale des substitutions du groupe cherché G. Soit 1' le groupe cons-

titué par l'ensemble de toutes les substitutions de cette forme.

Choisissons arbitrairement l'une, S. de ces substitutions, que nous suppose-

rons appartenir à G. Déterminons le sous-groupe T, formé par celles des subs-

titutions de r qui sont échangeables à S : il contiendra G.

Choisissons arbitrairement dans r, une substitutions, qui ne soit pas échan-

geable à toutes les autres. Supposons qu'elle appartienne à G ; ce groupe sera

contenu dans le sous-groupe I", formé par celles des substitutions de \\ qui sont

échangeables à S,.

Choisissons dans 1'^ une nouvelle substitution S
,
qui ne soit pas échangeable

a toutes les autres, et ainsi de suite. Nous arriverons à un dernier groupe sous-

groupe r,, qui sera abélien : ce sera l'un des groupes cherchés.

Ce procédé de tâtonnement donnera bien tous les groupes G. mais au prix de

calculs fort longs; de |)lus, un même groupe pourra se reproduire sous plusieurs

formes différentes, dont une seule devra être conservée, si l'on veut éviter lc^

doubles emplois dans l'énumération des groupes G.

Deux des groupes obtenus ne peuvent, en effet, être considérés comme vrai-

ment distincts, s'ils sont identiques, ou peuvent être rendus tels par le change-

ment des variables indépendantes.
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Or, si l'on convient de dire qu'une fomlion linéaire des variables x)^ est de

rang k. lorsque les variables de rang le plus élevé qui y figurent sont de rang A.

il est évident que le groupe r sera transformé en lui-même, si l'on remplace

chacune des variables x\. par une nouvelle variable indépendante du même

rang (à la seule condition que les nouvelles variables soient linéairement dis-

tinctes).

Soient G lun des groupes abéliens contenus dans 1"; soient <j, G', ... ses

divers transformés par les changements de variables ci-dessus; ces groupes ne

seront pas distincts et ne devront compter que pour un seul dans l'énuméra-

tion des groupes cherchés.

Le problème est susceptible de solution dans les cas les plus simples.

L'idée directrice de M. Jordan est celle-ci : soit

'-? = ->\x.x'l

une fonction linéaire des x à coefficients indéterminés; la substitution S lui

donnera un accroissement

A^ = n,^A4;

cela posé, il est démontré par l'auteur que tout groupe abélien G qui contient

la substitution S, contiendra, s'il est général, la substitution qui accroît f

de A-f.

Il en résulte une classification complète des groupes abéliens ou le nombre

des variables ne dépasse pas 6. Pour 2, 3 et !^ variables, ces groupes sont res-

pectivement au nombre de i. j et 7: It-ur nombre est de 18 pour 5 variables,

de 63 pour 6 variables.

Rémoundos i G-). — Sur la croissance des fonctions multiformes

(267-298 ).

Ce Mémoire est la suite d'un autre travail publié dans le même recueil ('),

dans lequel est faite l'élude systématique des fonctions algébroïdes (ayant un

nombre fini de branches] et où il est démontré que celles-ci possèdent la plu-

part des propriétés fondamentales des algébroïdes uniformes (alias fonctions

entières ou méromorphes).

M. Rémoundos expose ici des résultats nouveaux concernant la croissance

des algébroïdes multiformes et se rattachant à la recherche de la forme la plus-

générale, sous laquelle le théorème de .M. Picard et ses généralisations

sétendent aux algébroïdes multiformes avec un cas d'exception unique; dans

' ette extension, la densité des zéros et des infinis ne suffit pas pour les algé-

broïdes multiformes : d'autres éléments interviennent et jouent un rôle essen-

tiel.

Il existe une dilférence profonde entre la croissancf dis fonctions algébroïdes

et celle des autres transcendantes unifornits connues.

M. Rémoundos étend aux fonctions multiformes le théorème de ^^ eierstrass

sur l'existence d'une fonction entière admettant des zéros donnés. Il démontre

cette propriété essentielle des fonctions algébroïdes : que leur ordre de gran-

{') J. M. P. A.. 1906.
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deur n'est jamais inférieur à celui de leur dérivée; il cite à ce propos des

résultats bien connus de M. Borel et de M. Hadaniard, et il en donne des

extensions.

D'intéressantes applications à la théorie des équations différentielles, et parais-

sant susceptibles de développements, terminent ce Mémoire.

Maillet {E .). — Sur les fractions continues arithmétiques et les

nombres transcendants (299-33'j).

Soit X un nombre réel ou complexe, limite d'une suite

>^n X.- •••. ^

P
de fractions rationnelles X„ = —^ toutes distinctes, à dénominateurs 0„ entiers

réels croissants. On détermine a„, supposé positif, par la condition

|X-X„| = Q-*":

soit maintenant a un nombre aussi grand qu'on veut; si l'on peut, quel que

soit a, choisir l'entier v assez grand pour que a„ soit plus grand que a dès

que ra > V, X est un nombre transcendant, comme l'a montré Liouville,

On dira que X est un nombre de Liouville. La suite X,, X.. ..., X„, ... est

formée, à partir d'un certain terme, de réduites du développement en fraction

continue de X. 11 existe aussi des cas étendus où la fraction continue

A = a, + I : rt, + I : «.j H- . .

.

( «j, a,, rt,. ... réels, quelconques, positifs) représente des nombres de Liou-

ville.

M. Maillet a dénommé suite quasi périodique une suite infinie

a„, rt|, a^, ..., a„, ...

où l'on trouve une infinité de suites infinies

Sp *o, 5j, . . ., 5„,

de ([uantités a,., et dont chacune s„, est formée par la répétition p„, fois d'un

même groupe de quantités a^ le nombre |i„, croissant indéfiniment et suffisam-

ment vite avec m.
La fraction continue

B = o„ -+- 1 : a, -f- I : a„+ \ : 03 -i- ...

,

où Op «,, ..., a„, ... sont des entiers positifs, est une fraction continue quasi

périodique.

.Sous certaines conditions, les nombres B sont encore transcendants.

M. .Maillet étudie le cas où les nombres a . non entiers positifs, sont de la

forme a^ = b-cj^ et il étalilil diverses conditions suffisantes pour que la frac-

tion continue
j = b^c„ ' -+- 1 : t, c, 1 -h I : /'.rr' -t-. .

.

soit un nombre transcendant do Liouville; il inilique, avec précision, des cas

étendus où l'une au moins de ces conditions est sati-faite : ainsi, les c„ étant
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ilomiés, .1 est un nombre de Liuuville lorsque la croissance des 6„ est sut'lisani-

nient rapide avec ;(.

Si les fractions conlinucs .1 sont quasi périodiques, il existe aussi de nom-
breux cas où elles représentent des nombres transcendants.

F]n dernier lieu, les fractions continues

où les s\. A, sont des entiers positifs pour t>o {g^ rationnel) sont étudiées:

elles se ramènent facilement au type J ; dans des cas multiples, qui sont pré-

cisés, elles rcprésenlent des nombres de TJnuville.

Hianhe/i {G.). — Foinuiles relatives aux nombres de classes des

formes quadialiqiies Ijinaires et positives ( 33^-449 j-

Les résultats classiques de Kroneckei sur les nombres de classes peuvent être

établis par une mciliodc relativement élémentaire, cfue à Herniite el reposant

sur les développements en séries trigonomélriques de certains quotients de

fonctions tlièta.

Prolongeant, et fort loin, le travail d'Ilermilc, M. Humberl obtient des for-

mules nouvelles, cette fois, relatives aux nombres de classes.

Après avoir rappelé nu établi les développements en séries de Fourier qui

seront le plus souvent utilisés dans la suite et apporté un complément direct

soit aux formules initiales de Kronecker, soit à celles qu'il leur a ajoutées plus

tard, l'auteur de ce Mémoire étudie des formules qu'il appelle formules du
type (le Liouville, par<'e que ce ;iéométre l'n a fait connaître, sans démonstra-

tion d'ailleurs, les premiers exeiriples.

Plus loin, sont données des relations où figurent, avec les nombres de classes,

ceitaincs représentations d'un entier p;ir la forme x'^— aj'-. Ici M. llumbert

s'est rencontré avec M. Pctr, tiui a obtenu simultanément des l'ésultats ana-

logues, mais moins généraux. On noteia à ce propus l'importance de l'intro-

duclion d'une forme indéfinie dans les applications des fonctions elliptiques à

laritiïiiiétiqne, ce qui permet, en particulier, de retrouver et d'établir un

résultat, indiqué par Stieitjes, sans aucune démonstration, dans sa correspon-

dance avec Hermite.

Celte première Partie du Mémoire esi terminée par des considérations arith-

métiques et des formules où interviennent, à côté des nombres de classes, les

minima des classes de même déterminant, ou les carrés de ces niinima.

Une deuxième Partie a trait aux applications de la transformation du troi-

sième ordre, combinée avec la méthode d'Hermite. Il est montré comment les

formules établies dans la première Partie permettent, non seulement de démon-
trer, mais encore d'étendre les relations entre les nombres de classes qui ont

été déduites de la multiplication complexe de la fonction modulaire liée au

tétraèdre; des développements nouveaux résultent ici de certaines relations

d'un autre caractère (').

R. DE MOKTESSUS DE BaLI.ORE.

(') Cf. G. IIUMBEP.T, C. It. Acad. Se, t. 14(J, i(jo8, p. (jo3, et t. 1,jO, 1910,

p. '431.

Bull, des Sciences inathéin., 2 série, t. XLIII. (Mars 1919.) K.3
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JOURNAL DE MATHÉMATIQUES PURES ET APPLIQUÉES,

6* série, Tome IV, 1908 (').

Rémy (L.). — Sur certaines surfaces algébriques liées aux fonc-

tions abéliennes de genre trois (i-3-).

L'élude des surfaces hyperellipliques, qui sont les suifaces pour lesquelles les

coordonuées d'un point quelconque s'expriment par des fonctions quadruple-

ment périodiques de deux paramètres, a été commencée par M. Picard et

poursuivie par M. Humbert. Ces surfaces peuvent être rattachées aux courbes

de genre deux. A un point arbitraire de l'une d'elles, ne correspond qu'un

couple de points (a;,, y,), {x-^, y^) de la courbe y- = /(^).
D'une manière plus générale, on peut considérer les surfaces algébriques qui

représentent les couples de points d'une courbe C de yenre p. Ici. de rnémc que

pour les surfaces hyperellipliques, il c(jnvienl de faire une distinction fonda-

mentale entre le cas où un point de la surface répond à it/i seul couple de points

sur la courbe C (surfaces générales d'après M. Picard) et le cas où un point

de la surface correspond soil à deux, soit à plusieurs couples, comme la surface

de Kummer en offre un exemple.

M. Rémy éludie certaines surfaces correspondant à des courbes de genre trois;'

la courbe C est alors, si l'on veut, el sans que la généralité soit diminuée, une

courbe plane du quatrième ordre; les surfaces S considérées sont telles qu'à un

point de S correspondent deux couples de points de C situés en ligne droite.

Plusieurs théorèmes généraux relatifs aux surfaces S sont établis et appli-

qués aux surfaces du sixième ordre possédant trois droites doubles concou-

rantes et cinq plans tangents singuliers; ces surfaces peuvent être associées à

une courbe plane C du quatrième ordre, de telle façon qu'à un point de la

surface correspondent deux couples de points de C situés en ligne droite, et

réciproquement; les cinq plans tangents singuliers et les plans du trièdrc des

trois droites doubles forment nécessairement un groupe de huit plans de Lamé.

Buhl {A.). — Sur la généralisation des séries trigononjétriques

(39-78).

Ce Mémoire rétablit d'abord diverses formes de développement en série Irigo-

nométrique, dont la plus habituelle est

/•..=:

M. Buhl se propose d'étudier des séries analogues où A^est remplacé par A;,+ '^,

tj/ étant un paramètre arbitraire.

('; \nir Bull, des Se. nialh., t. \LIII, 1919, •' Partie, p. 10.
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Ces nouvelles séries, niultipliY'cs par F(<ii)d'j^, ou même par F(x, '\>) di,

et intégrées entre les limites i|„ et (S,, donneront des séries susi-epliljles de repré-

senter /(a;), mais où, évidemment, les ternies ne seront plus des sinus et des

cosinus en j; : ce sont là les séries trigonométriques généralisées.

Leur propriété la plus saillante est de représenter ^^(x) dans un intervalle

fondamental, tel l'intervalle a. j3, et de représenter dans tous les autres inler-

ralles de npème amplitude et conligus les uns aux autres, des produits de /( j:)

par des multiplicaleurs en x qui |)euvent être donnés à ravance.

Certaines séries trigonométriques généralisées ont de remarquables propriétés

de symétrie quant à l'ensemble de leurs coefficients: propriétés par lesquelles

on peut notamment retrouver les développements de certaines fonctions méro-

morphes en séries de fractions rationnelles.

Le procédé de généralisation étudié donne naissance à des séries (A), (B),

(C), (D), ( D, ), (Dj) non distinctes au fond, ce qui permet de se borner à la

considération du type ( B) et permet de penser que de leur comparaison pourrait

résulter une classification des séries trigonométriques.

L'auteur montre ensuite que les coefficients d'une série (B) se laissent ras-

sembler en une série de formes quadratiques que Ion peut facilenicnt sommer.

A ce propos, les séries de Fouiier, dont les coefficients sont des nombres,

donnent naissance à des séries arithmétiques, tandis que les séries (B), dont

les coefficients contiennent une fonction arbitraire <i^. donnent naissance à des

séries de fractions rationnelles et à des relations entre ces séries.

Popovici {C). — Sur les équalions aux intégrales réciproques

(-9-106).

L'auteur appelle e^«a^/o/îs a»:c intégrales réciproques deux systèmes d'équa-

tions ditTérentielles

(i) —- = . . .= —^—^ — dx,„

( 2 )
—- = . . . = -^—^ = dx„

.

où Tp ... i'„_, est le système fondamental d'intégrales premières des équa-

tions (i) et Wp .... f<„_, le système fondamental d'intégrales premières ries

équations ( 1).

De tels systèmes intéressent à la fois l'Analyse, la Géométrie, la -Mécanique.

Dans la première Partie de son Mémoire, M. Popovici traite le problème au

point de vue de l'Analyse et de la Géométrie et en donne des applications à la

théorie des groupes. Ici, deux catégories sont à distinguer :

1° Groupes d'opérations qui transforment un système donné d'intégrales en un

nouveau système d'intégrales des mêmes équalions linéaires:

2° Groupes qui transforment un système d'intégrales en un nouveau système

appartenant aux équations non linéaires.

Cette dernière propriété de certains groupes permet de déduire d'un système

de solutions connues une infinité de solutions dépendant de fonctions arbitraires.

Une seconde Partie donne une interprétation mécanique intéressante des

résultats précédemment obtenus. (|ui permet de traiter une question générale

de la dynamique : le mouvement produit par des forces fonctions de vites«es;
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il se trouve en effet que les expressions les plus générales des vitesses, résultant

tVan mouvement pio^luil par des forces fonctions de vitesses, sont des solution-

des équations aiiv iiit'''|ïralep i-éciproques. En particulier: si le« expressions des

forces so'it algébriques, le^ trajectoires le sont au<:i

Haton de la (roupillière (M.). — jNole sur les axes principaux

du temps de parcours f io--ia4 )•

M. Haton de la' Goupillière a donné dans les Annaes scientijicas da Academia
polytechnica do Porto (1906) une étude sur le centre de gravité du temps de

parcouis, c'est-à-dire du système matériel formé par l'émanation qu'abandonne

un mobile sur les divei'S éléments de sa trajectoire proportionnellement au temps
employé à les parcourir.

Cette notion de dissémination s'était déjà, à propos de la théorie de Pallase,

pr('seQtée à Gauss; Rour lavait aussi rencontrée pour l'évaluation du potentiel

de la masse dune planète répartie par la pensée le long de son orl)ite en raison

du temps de la marche : mais la recherche du centre de gravilé appartient en

propre à M. Haton de la Goupillière.

L'objet de celte Note est d'introduire la troisième des théories fondamentales

de la Géométrie des niasses, à savoir celle des moments et des axes principaux

dinertie dans cet ordre de considérations.

Des formules générales sont établies et appliquées à diverses trajectoires, telles

que la parabole, l'ellipse, la spirale logarithmique, les courbes r =r cos»6,

/• = cos"26, /•"= C05/76 (spirale sinusoïde), etc.

Lalesco (T,). — Sur l'équation de Vollerra ( i2.5-2o2 ).

M. Lalesco développe et complète en certains points les recherches de

M. Volterra sur l'équation fonctionnelle

r f'x. s)^( s) ds = F { X),

qui est appelée équation intégrale de Volterra, et qui pourrait cire considérée

comme un cas limilc de l'équation plus générale de Fredliolni

z>{x) -i- X / /( X, sj-S'is'jds — W (x).

quand A tend vers l'infini.

Comme on le sait, /(.r, .s) est le noyau de réquatit)n ; .f(s) est la fonction

inconnue.

La méthode d'intégration, utilisée par .M. \ollerra et par i\L Fredhoim, con-

siste à regarder l'équation projiosée comme limite d'une équation aux dille-

rences.

Le .Mémoire de .M. Lalesco est divisé en deux Parties.

Première Partie. — Celle-ci débute par l'étude de la forme suivante de

/(.r, 5) :

/( j. 5") = k„x"-\- A,_,vC"-'s -J-.
. .-^ .Vjî" -»-/,(x, *K
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/,(x, s) étant irne fonction dont tous les termes sont de degré supérieur an
cn.ret.*;: le problème qui consiste b déterminer »(.«) dépend ici de Tinté-

«lyiion il'iinp éf|iiv!ii.,ii .iiffér''iiiiel'e linéaire d'ordre n et d'appro'^imalions

•ucceîiiver daai le sen- d'»- resiiUnii fondanientatix obtenus par M. Picard.

Si l'on fait l'hypothèse A„-+ À,-)-. . .-V A„ ?^ o, qui est implicitement admise

dans les recherches de M. Volterra, cette équation différentielle linéaire d'ordre n

est du type de Fuchs par rappori à x t= o, et c'est l'équation déterminante de

l'origine qui joue le nMe essentiel dans le développement de la solution; elle se

réduit à une équation donnée par M. Vollerra.

.. Le problème devient plus difficile si Ao+ A, h- . . . H- A„ = «, oar.il dépend

alors de l'intégration dune équation diffétenliellc linénirc d'ordre n, qui peut

admettre des intégrales irrégulières; M. Lalesco étudie complèlenient le cas

où /i = I, et il généralise ainsi un résultat dû à M. Holmgren.

I.e cas d'un novau de Ih l'oiuie ————r est alors abordé, puis l'équation
(.r — .«)'

/"/'
1 p\ '

I
ftx,s)o(s)rfs = V(x), /> et ^ constantes avec

(^

—
I

?^- I,

- />«
^

est résolue, en appliquant une mi-ihode due à M. Picard.

Lauteur montre ensuite que la méthode des approximations successives per-

met de traiter avec une grande simplicité : i° le cas où l'on a deux variables

indépendantes et une intégrale double; 5° le cas de deux on n fonctions incon-

nues, de même que le type dVquations

i(x)+r -i^lx, s, v{s)]ds = ¥{x).

où les fonctions F et 9 n'entrent plus linéairement.

Deuxième Partie. — 11 est d'abord montré qu'une équation de V'oltcrra. dont

le noyau est une fonction entière de x d'ordre plus petit que i, équivaut à une

équation différentielle linéaire d'ordre infini d'un type spécial, correspondant

à un système déterminé d'équations différentielles linéaires d'ordre infini, à une

infinité de fonctions inconnues. Ce système a une infinité de solutions linéai-

rement indépendantes et l'intégration d'une équation déterminée de Volterra

revient à l'intégration d'un pareil système, avec des conditions initiales qui

déterminent complètement la solution; celle-ci ser.i donc, en général, une fonc-

tion multiforme à une infinité de branches et dont les points critiques, ordi-

nairement transcendants, et dénommés par .M. Bout roux de première espèce,

seront les racines d'une certaine fonction entière.

Il en résulte, comme cas particulier, que les équations différentielles linéaires

d'ordre fini pourront toujours être transformées en équations de Volterra;

!Vf . Lalesco obtient ainsi un développement de leurs intégrales qui est valable

dans tout leur domaine d'existence.

En résumé, l'auteur de ce travail a traité des équations intégrales se ratta-

chant au type étudié par M. Volterra, mais plus complexes que celles-ci; en

outre, il est retombé sur la théorie des équations différentielles linéaires.

Diverses applications illustrent ce .Mémoire (')•

(') Cf. B. S. M.,\.. XXXV, 191 1. I" Partie, p. 2o5: C. R. Acad.ScA. 147, iç,oS,

p. i4a; t. 152, 191 1, p. S-y.
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Hamy {M.}. — Sur l'approximation des fonctions de grands

nombres (2o3-28i).

M. Flamme a étendu les résultats fondamenlaui de Darboux aux intégrales

où n désigne un entier positif très grand Ile cas de n négatif se ramenant à

celui-ci par le changement de z en -)i lorsque la fonction <ï>(2) possède un ou

plusieurs points singuliers séparés de l'origine par le contour d'intégration, les

extrémités de ce contour étant, en outre, plus éloignées de l'origine des coor-

données que l'un au moins de ces points singuliers.

M. Hamy, à propos de certaines questiDns se rattachant à létude de la fonc-

tion perturbatrice, sest occupé, en premier lieu, de déterminer l'expression

asymptolique de l'intégrale I : i" en s'alTranchissant de la restriction que n est

entier; 2' en examinant toutes les positions que le contour peut présenter par

rapport à l'origine des coordonnées. Il obtient l'expression asvmptotique de

l'intégrale I. non seulement lorsque le développement de <t>Cc) est algébrique

dans le voisinage du point du plan dont la considération est nécessaire pbur

l'évaluation approchée de celte intégrale, mais encore lorsque ce développement

contient des termes de la forme {z — a)'log'r(2 — a), où q est un entier

positif.

En second lieu, M. Hamy aborde le problème plus général de la détermination

de l'expression asymplotique de l'intégrale

i = f/(z)r(^)dz.

n étant un grand nombre quelconque.

.Son étude développe celles, antérieures, de Laplace et de Darboux.

D'abord, si l'on admet que la plus grande valeur | »(2) | le long du chemin

d'intégration corresponde à lune des extrémités r = c de ce contour (conve-

nablement déformé, s'il est nécessaire), on peut toujours obtenir la valeur

asymptolique de J, sous condition que les développements de_/(«)el de'f(c).

dans le voisinage de 3 = c. puissent être mis sous la forme

/ ( 2 ) = B, ( X - C )?. log*/. (3 — C)4-B,(2 — C)?i log-/. ( 5 — C ) H-. . .

,

»(«) = '.p(c) -(- A,(« — c)".-+- .^^(z — c)*i-i-

les a désignant des nombres positifs, les q des entiers positifs ou nuls et les jî

des quantités supérieures à — i.

L'expression asymptolique de J peut encore être obtenue dans des cas très

généraux quand | •,?(«) ] ne prend pas sa plus grande valeur à une extrémité du

c<mlour d'intégration.

Une bibliographie étendue résume les travaux antérieurs relatifs k celle

question.
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Heywood {B.), — Sur l'équation fonctionnelle de Fredholm

(283-33o).

Les deux équations

»(s)— 'X| K(s,t)'9{t)dt=f{s),

(«) <! ,

\,(t)-\r K{s.t)z{t)dt=f{t)
^ a

sont les équations fonctionnelles associées de Fredholm relatives au noyau K (s, t).

Les fonctions K(s, /;,/(s) étant connues, on cherche à déterminer «(s), <{/(<).

Les limites d'intégration sont fixes.

M. Fredholm a démontré {Acta niuthernatica, t. \XVIl, igoS) que les solu-

tions des équations (2) dépendent dune certaine fonction résolvante K{s,t,\)

qui satisfait aux équations

- K(5. t)-^K{s, t, 'k) = \ jK{s, T)K(T, i;. A) d-z = \ JKIs,', A)l\(-, t) dx.

Les deux expressions

»(5) =/(s) -^hjK{s,t,\}f{t) dt.

Ht) ^ f {t) -^\ fK{s, t,\) f{s) ds

sont les équations uniques des équations (a).

Deux noyaux K,(.s, f). K,{s.t) sont orthogonaux quand ils satisfont aux

relations

/^K,(*, T)K,(T, t)d-= /k,(5, t)K,(t. O rf- = 0.

M. Heywood démontre que la résolvante relative au noyau

K(s, t) = Ki(s, t) -+- K(s, t)

est la somme des résolvantes relatives à ces deux noyaux, autrement dit que

K(s. ^X) = K,(5, ^ ),)-l-K2(s, /, X),

proposition que M. Goursal avait aussi rencontrée (C R., t. 145, 1907, p. 667

et 752).

Lauteur examine les relations qui existent entre les discontinuités de K (5. t)

et celles de la résolvante K(5, r, a), puis s'attache à l'étude des fonctions fon-

damentales des noyaux K(s, O. c'est-à-dire des fonctions ?(«), non identique-

ment nulles, satisfaisant à une relation

i(s) =c / K(s, t)i(t)dl.
*^a
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II est iiilùressaiit de remarquer que les solutions fies l'quations sans seconds

mennbi'es

~{s) —\^
I
K{s. t ) dt = o. 'y < O — A, 1 K(s, l) <\i(s) cis = o

sont des foiietions linéaires homoj^ènes d'un aonibre moindre de fonctions fon-

damentales.

On peut appliquer facilement les thi'ories qui précèdent à des exemples. Etant

donné un système biortlio^c)nal quelconcjue. cest-à-diie un double système

( /( lini ou inlini )

pour lequel

r". ( x) L'^< u- ) dx ^ o.

divisons-ie en groupes de fondions et construisons avec chaque i;roupe une

partie ff>ndamenlale à laquelle sera atlacliée la constante caractéristique qu'on

voudra; les constantes caractéristiques du noyau K{5, t) seront les zéi'os de la

fonction
K{,v,, /,) k (.s,. ^_, I ... K(s,. /„)

K (' s... t,) K ( «.,. ;.J ... K Is.. t„ )"<'' =i;^,/,7'-;'
K(s„. /,) K(s„. /., ) ... K (.s„. /„)

la somme de ces parties, supposée uniformément converfiente. est un noyau dont

on connalira les constantes caractéristiques, les fonctions fondamentales et les

solutions fondamentales.

Le problème i/U'erse. consislanl ;i déterminer le système biorlhogonal d'un

noyau donné, est résolu par la mélliude de Fredliolm.

M. Heywood ('-tudie ce problème par une métliode i|ui consiste ii séparer le

noyau en plnsieurs parties orllioKonales et à déterminer toutes les parties fon-

damentales.

Goursat (E.). — Sur les iaxarianls inU'iiiatix f .^.'> i-3(j5).

Le but de ce Mémoire est d'apporter une contribution à l'étude de la question

générale suivante : connaissant un invariant intégral, absolu ou relatif, d'un

ordre quelconque, d'un système d'équations dillérentielles, quel parti peut-on

en tirer pour rintégralion de ce système ?

.Soit

dx^ _ dx^ _ dx,,
(0 dl

un système d'équations dillérentielles; les fon(-tions \, sont supposées unifor-

mément continues, ainsi que leur» dérivées; elles ne renferment pas t\ on

appelle caractéristique toute multiplit ité à une dimension T,. représentée par

les équations

f'ù /, ( O- /:( < ). •••y/nii) forment un systèn)e de solutions des équations (i).

De chaque point {x"^, x\, ..., x%) de l'espace an dimensions part une caracté-

ristique r, qui est décrite par le point (a-,, x^, ..., x„) lorsque t varie.
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La valeur initiale de t étant supposée nulle, considérons dans l'espace à

n dimensions une multiplicité quelconque à p dimensions (Ep): de chaque

point (xi, x'^, ..., x%) de celte multiplicité part une caractéristique et, au bout

du temps l, le point {x^, ..., x", ) est venu en (x^, ..., x„). Le liey de ces

différents points est une autre ïiiulliplicité à y> dimensions (E ). Si l'intégrale

multiple

I,,= / / • • /sAa.a., .a,, dxa., dxx,- .dxa

a la même valeur pour les deux multiplicités (EJ,) et (E^,), quel que soit t, on

dit que I, est un invariant intégral absolu d'ordre 7^ du système (').

Il peut se faire que cette propriété d'invariance n'ait lieu que pour les multi-

plicités fermées; on dit alors qu'on a un invariant intégral relatif d'ordre /j,

et on le désigne par le symbole .1 .

M. Goursat montre que de tout invariant intégral on peut déduire au moins

' un système déquations différentielles dont toutes les intégrales appartiennent

au système proposé, et dont l'intégration est en général un problème plus simple.

Dans le cas où les deux systèmes sont équivalents, on peut déterminer un mul-

tiplicateur.

Hulil [-i.). — Sur la sommabilité des séries d'tine \aiial)Ie réelle

ou coinj;)lexe (•^>^^7->77)-

Les procédés de sommation envisagés ici peuvent s'appliquer ;i des séries assez

diverses, mais les développements ultérieurs que leur a donnés ^L lîuhl ont eu

particulièrement trait ;i la représentai ion des fonctions uniformes par des séries

de polynômes tayloriens {'').

La mctliode. essentielle peut s'evprimer très briè\emenl en prenant pour

exemple la fonction

(i) = i-i- X -^ X-+ .. .-T- X" -^-\

Soit *,, le polynôme tnylorien constitué ])ar les /( premiers termes du second

membre: soit en outre une fonction entière

mulli))lianl (i) par c„ et sommant, pour l'indice n. on aura

(-0
/(>; f(\) x-x

et (1) sera développée en séries de pol\ nomes ,s„ si /(H„) est toujours nul sans

que f{%) le soit.

C'est alors qu'on peut faire jouer, dans ces formules de sommabilité, un rôle

essentiel aux fonctions f {%), pourvues de zéros; les premières méthodes de

M. Borel font intervenir, au contraire, des fonctions dépourvues de zéros.

(') Cf. J.M. P. A., 7» série, t. I, 191.').

(•) j5. s. m., t. \XXII, 190S; Acla Mal., i.)ii.

Bull, des Sciences inalhém., n' série, l. XLlIl. (Juin 11)19.) '^-'t
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La formule (a) s'étend facilement aux fonctions méromorphes quelconques

et même aux fonctions en lesquelles des singularités de nature polaire finissent

par former une ligne continue qui est alors essentielle (-).

M. Buhl insiste, en général, sur le rôle de la fonction z. comme fonction

sommatrice (
' ).

Wolfskehl (P.) — Prix Wolfskehl C^-H).

Le L»' P. Wolfskehl a fondé un prix de lôoooo marks, qui sera délivré au

premier auteur d'une démonstration du grand tliéoîème de Fermât : L'équa-

tion x'-— y'- ^ z'- n'a de solution entière pour aucun des exposants a qui sont

des nombres premiers impairs.

Se reporter au /. M. P. A. pour les conditions subsidiaires de Fattribulion du

prix.

L'intérêt mathématique de ce prix réside moins dans le fait même de la

démonstration du théorème de Fermai ( actuellement démontré pourÀ^ioo), q ut-

dans les théories auxquelles la recherche de la déaionstration pourrait donner

naissance.

Ihimhcrt (G.). — Formules relatives aux miuiina des classes de

tonnes quadratiques, binaires et positives (3-()-3t)3).

Dans un Mémoire publié au Tonic III (6° série), mio^, de ce Journal,

M. Humbert a rencontré des formules où figurent les minima des classes de

même déterminant : le présent travail a pour but de compléter ces résultats,

en se bornant toutefois à six relations, qui expriment certaines sommes algé-

briques simples de minima à l'aide de fondions numériques liées aux diviseurs

d'un nombre.

On appelle minima d'une classe de formes ([uadratiques binaires et po-iiivcs

les trois plus petits entiers représentables proprement par les formes de la

classe. La réduite de cette classe étant (a, b, c). les trois minima sont

M. Humbert se borne aux classes de Vordre propre i" primitives ou non),

c.'cst-;t-dire dont les formes n'ont pas leurs deux coefficients exlrt'iiics pairs ii bi

fois; dès lors, parmi les minima, deux sont impairs, un est pair.

Les relations entre les minima de certaines classes conduisent à des ih-corèmes

d'arithmétique, par exemple à celui-ci : il existe quatre sommes algébriques

de minima, (]ue l'auteur définit, qui s^expriment à l'aide de deux seules

fondions numériques w(n), /(«); diverses propriétés intéressantes des fonc-

tions numéri(|ues '.^, /, oj en résultent, ainsi qu'un rapprocliemenl très remar-

quable entre les sommes fie minima et la fonction numérique classique qui

rcpn'-scnte le nombre de décompositions d'un entier en scunmes de cinq carrés.

(') f'.lt.Acdd.Si.. '1 mai if)iS.

(') //. .V. .1/.. t. \\\1I. M,oS: \rl,i ]faf.. 101
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bachelier (/>.;. — Etude s m- les probabilités des causes (•^)9-^-

425) (').

M. Bacbelier reprend la ihéorie de lu probabilités des causes et des événements

en l'étendant à un nombre quelconque d'alternatives : car, d'ordinaire, on étudie

seulement le cas où il n'j a que deux allcrnalives possibles.

L'auteur ne t'ait pas l'hypothèse que toutes 1rs alternatives sont a priori éga-

lement vraisemblables: sou étude envisage d'autres lois de probabilité et li-

conduit à des résultais (|ui. pour certains problèmes, sont indépendants de

ces lois.

La rcclierclie des prolialiililés des causes exigeant la connaissance de la pro-

babilité des ellets. .M. Bachelier débute par l'étude des probabilités des elTets,

étendue au cas de plusieurs variables. Comme dans le cas de deux alternatives.

la formule de Stirling. qui donne la valeur approchée de l'in-l-i). joue ici ua

grand rôle.

Divers problèmes sont résolus et illustrent les raisonnements généraux.

11. Di: AlniNTKssL's nt: BvLLOur;.

COMPTES HKXDLS HKiiitoMAD.viRKS des sÉ.i-NCES DE l'Académie

DES Sciences, publiés par MM. les Secrétaires pkrpétiei.s.

Tome IGi ( i''' semestre igijjf-j.

Bigourdan (G-). — Sur le principe dune nouvelle lunette zéni-

thale ( iX ).

Guichard (C .). — Sur les réseaux K des quadriques iiénéralcs, etc.

(26).

Julia (G.). — Sur la réduction des formes binaires à coeflicients

réels de degré quelconque ( ?y>. 1.

Hardy (G.-II.) et liamanujan (.S". ). — Une formule asymplolique

j)0ur le nomlire des partitions <le n ( .:)5 ).

Belol (E .). — Les théories des nébuleuses spirales et le sens véri-

table de leur rotation ( k) ).

Hamy {M.). — Sur la valeur approchée d une intégrale iléfinie

(68).

C) Cf. c. n. Acad. Se, t. 140, i(,o8, p. loS'..

(-) Voir Bull, des Se. nialh.. -r série, t. Kiî et l'i:"!. >' p.. p. i ii-i >o.
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Appell (P.)- — Sui" une extension des équations de la théorie des

tourbillons et des équations de A\ eber (71).

Sparre {de). — Calcul du coup de béliei- dans une conduite

forcée, formée de deux sections de diamètres différents (77)..

Young {IV. -II..). — Sur une nouvelle suite de conditions pour la

convergence des séries de Fourier ( 82 1.

Petrovitch (M.). — Limite d'extensibilité d'un arc de courbe

d'allure invariable (85).

Soiislifi (M.). — Sur une définition des ensembles mesurables B

sans nomljres transfinis (88 ).

Lusin {N.). — Sur la classification de M. Baire (()i ).

Ilarlinann (X.). — ^ ariation svstémallque de la valeur de la forcé

vive dans le choc élasticjue des corps (94)-

OlWe (J.). — Sur le tracé mécanique de l'hodographe balistique

(97)-

Esclangon {H!.). — Sur la réflexion et la réfraction d'ondes isolées

à la surfaire de séparation de deux fluides en repos ou en mouve-

ment (99).

Belot {E.). — Tracé provisoire de la courbe décrite par le Pôle

magnétique boréal depuis i5'{i (ii3).

iJigotirdan {G .). — Les premières Sociétés scientifiques de Paris

au xvii'' siècle. Les réunions du P. Mersenne et l'Académie de

Montmor (139).

Ariès {E.}. - La loi de l'entropie moléculaire di> lluides, pri> à

des états correspondants (i34V

Js.ltintclniie (i.)- Sur la (léri\atiun a>\ uq)l(>liqiH' (i ^2).

.irrtowshi (fl.). Positions héliograplii(pu's d(;s taches solaires

et orages nuignétiques (i^J)-
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Raclot. — Sur Torigine du magnétisme terrestre (i5o).

Bigourdan (G.). — Les premières réunions savantes de Paris.

L'Académie de Montmor (i5()).

Appell (P.). — Présente à l'Académie un Mémoire en russe par

M. Riabouchinskv. intitulé : Sur la résistance de l'air ( i63).

Gambier {B.\. — Sur l'identité de Bézout (i65).

Petrovitch (M-)- — Valeur de l'action le long de diverses trajec-

toires (i66).

Mesnager. — Formule en série simple de la plaque uniformément

chargée, encastrée sur un contour rectangulaire plan (169).

Sauger (M.). — Sur l'énergie possédée par la Terre du fait de sa

rotation sur elle-même, quand on admet pour la densité à son

intérieur la loi de variation c/ 1= i o ( i — 0,-6^ j ( 1 72 ).

Belot {E .). — L'hvpothése satellitaire et le problème orogénique

(188).

Lallemand {€.). — L ne mission économique française en Espagne

(210).

Perrier {E.). — Complément à l'exposé de M. C. Lallemand

(2.3).

Bigourdan (G.). — Les premières réunions savantes de Paris au

xvii'' siècle. Les Académies de Montmor, de Sourdes, etc. (216).

Renaud [J.). — L'heure à bord des navires (221).

Ardowski {H.). — Sur une corrélation entre les orages magné-

tiques et la pluie (227).

Angot {A.). — \ aleur des éléments magnétiques à l'Observatoire

du ^ al-Joveux, au ."janvier ipi" ( 22q).
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Bigouidan (G.). — Sur quelques anciens OJiservatoires de la

région provençale au xvxi''" siècle. L'Observatoire d'Avignon

053).

Lc.cornu ( L. ). Sur la mesure tlu leinj^s légal ( a.^f) ).

Ariès (E .). — La loi observée par les (juatre {'onctions de Massieu,

pour les cor|)s pris à des états correspondants ( >.{\\ ).

(jaraicr (/».). Sur les singularités irréguliéres des équations

difTérenticlles linéaires ( 2()5 ).

\()ung (fV.-H.). — Sur la théorie de la c-onvergence des séries de

Fourier (
2()- ).

Dchiss'us [E .). Sur la notion géné-ralc de mouvement pour les

systèmes holonomes et non liolonomes ( -i-u ).

Jouguet {E .). Sur la stabilité séculaire (
%->. ).

Villat (/y.). - Sur un calcul de résistance dans un courant lluitle

limité (
2-5 ).

Grandjean (E.). — Sur l'application de la théorie du magnétisme

aux liquides anisotropes ( 2<So i.

Lippmaim {O .). — Sur quelques décisions prises par les gouver-

nements de la Grande-Bretagne et des Etals-l uis ( 2()3 ).

Mt'snager. Solution simj>lc (\y\ prt)blcme V. de Mathieu ( 002).

Ledoux {.\ .). \o\\\v\\v méthode |)our la (hlcruiinalion de Tin-

dicc (h- réiraclioii des substances li(pii(h's ( .)()V).

Bigourdaii (G.). Sur (pidcpies ( )l»sci\ aloircs des régions

boréales tie la France au \\ n' >iccle ( '322 ).

loiirnifr. l*(»silion relatiNc du maitrc-( oiq)h' la plus favorable

à la vitesse d'une carène en na\igalion ordinaire ( 32()).
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CaniicJiel (C .). — Sur le calcul des gramles surpressions dans les

conduites munies d'un réservoir d'air (
.'53 1).

Arsonval {A. d'). — Eloge funèbre de M. Gaston Darboux,

Secrétaire perpétuel, décédé le :>.?) février 1917 {-VM)).

Lacroix (A.). — Complément à l'Eloge de M. d'Arsonval ( 34i).

Ariès {E .). — L'entropie des gaz parfaits au zéro de la température

absolue (343 ).

Jidia (G.). — Sur les formes binaires à coefficients et indétermi-

nées complexes, de degré quelconque (352).

Bigoiirclan (G.). — Sur quelques Observatoires du xv!!*" siècle,

en province (3^5 ).

Giraad (G.). — Sur les fonctions hyperfuchsienues et sur les

systèmes d'écjuations aux différentielles totales ( 386 ).

Cotton {E .). — Nombre caractéristique et rayon de convergence

(38()).

Montessus de Ballore {R. de). Sur les courbes gauches algé-

briques ( 3C)2 I.

Belol (E.). Le rôle possible des volcans de satellites dans la

production des météores (395).

Abonnejic (L-)- Sur les lois de l'écoulement des licjuides par

gouttes dans des tubes cylindriques (4o2 ).

Montessus de Ballore [B. de). — Sur les courbes gauches algé-

briques (428).

Ilainy {M.). - ^ aleurs approchées de quelques intégrales définies

(457).

Bigourdan {G.). - Sur remplacement et les coordonnées de

quelques stations astronomiques de Paris, utilisées pendant la

construction de l'Observatoire (46i).
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Ariès {E .). — Sur la tension de la vapeur saturée aux basses tem-

pératures et sur la constante chimique {^~~j)-

Lebon (E .). — Sur une nouvelle Table de diviseurs des nombres

(482).

Julia {G.)- — Sur la réduction des formes binaires de degré quel-

conque à coefficients indéterminés réels ou complexes (^4^4 )•

Giraud {G.). — Sur les fonctions hyperfuclisiennes
(
48" )•

Buhl {A^. — Sur les sommes abéliennes de \olumes coniques.

Cas des cyclides (489).

Hartmann {L.). — Variation systématique de la valeur de la force

vive dans le choc élastique des corps ( ^91).

Leduc (A.). — Chaleurs de vaporisation et pressions maxima des

vapeurs (494)-

Appell (P.)- — Rapport sommaire présenté au nom de la Com-
mission de Balistique (5o6).

Bompianî [E .). — Les hypersurfaces déformables dans un espace

euclidien réel à /i (/z > 3 ) dimensions (5o8 ).

Kogbetliantz {E.). — Sur la sommation des séries ultrasphé-

riques (jio).

Belot (E.). — L'origine possible des amas d'étoiles (ÔiSV

Bigourdan (G.). — Sur remplacement et les coordonnées de

l'Observatoire de la porte Montmartre (')3- ).

Lallenia/id (C.). — L'heure à bord des na\ires (544)-

Appell (P.). — Rapport sommaire présenté au nom (h- la Com-
mission de Balistique (549).

Pic((rd {E.). — Discours prononcé (le 10 avril 1917 ) en prenant

place au Bureau comme Seci'étaire perpétuel (^jj^ ).
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Le Chatelier {H.). — Le Conseil national de recherches aux

Etals-L nis CS^C) ).

Puiseux ( P.) el Jekliowsky ( B.). — Etude sur la forme générale

du globe lunaire ( rifio ).

Julia (G.). — Sur la réduction des formes à indéterminées conju-

guées non quadratiques ( o-i i.

Le Chatelier (//.). —'- La svnthése de lamnioniaque ( 588).

Ariès (£•} — Les coefficients de la thermo-élasticité aux basses

températures et Ihvpothèse de M. Xernst ( ôgS i.

Riquiei'. — Sur une propriété des fonctions analytiques d un

nombre quelconque de variables imaginaires ( .X)8 ).

Mesnager. — Sur la représentation des charges concentrées par

des séries trigonométriques ( <ioo ).

Deslandres {H.). — Influence des canonnades intenses et prolon-

gées sur la chute de la pluie ( 6i3 ).*

Lenioine (G.). — Observations sur la Communication de M. Des-

landres ( 6i 5). •

Julia {G.). — Sur la réduction des formes à indéterminées conju-

guées non quadratiques ( GiC) ).

Young (JV.-H.). — Sur la dérivation des fonctions à variation

bornée ( 622 1.

Boussinesq (J.). — Hypothèses fondamentales de la mécanique

des masses pulvérulentes ( 65 j).

Sebert i le général). — Les violentes canonnades peuvent-elles

provoquer la pluie ? ( 663 ).

Guichard (C .). — Sur les réseaux O de Monge dans un espace

d'ordre (juelconque ( 680 1.
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Spane {de). — Au sujet des coups de bélier dans une conduite

formée de trois sections de diamètres difierents pour lesquelles

la durée de propagation est la même (683 V

Picard {E .). Sur TOuvrage de G. Darboux, intitulé : <. Les

Pi'incipes de la Géométrie analytique » (()()-).

Boussiiiesq (/.). — Orientation des pressions principales, dans

Tétat ébouleux (par déformations planes ), d'une masse sablon-

neuse pesante à profd supéi'ieur rectiligne (6c)8).

Sebert (le généraV). — Complément d'observations au sujet de

l'induence possible des canonnades violentes sur la chute de la

pluie (70.3).

Petrovitch (/J/.). — Sur quelques expressions numériques remar-

quables (716).

Jehlioivsky (B.). — Sur le développement en série de diverses

cx])ressions algébriques au nioven des fonctions de Bessel à plu-

sieurs variables (
~ iq ).

Mesnager. — Solution du problème de la plaque rectangulaire

« épaisse » posée, chargée d'un j)oids unique en son milieu

(721).

Procopia {S .). — Sur la concentration des éleclrolytes au voisi-

nage des électrodes (72;")).

Boussincscj (/.). - Solutions du problème de la poussée voisines

de celle de Rankine et Maurice Lévj pour les massifs sablonneux

et les murs de soutènement à profil rectiligne ( -,V") ).

\ries {E .). — Sur- la ^aleur absolue de l'cnh-opic et de rénergie

(774).

Kogbelliaiilz [E,). — Sur la sommation des séries ullrasphé-

riques(77<S).

l'étrovilch {M.). — Tiu''orémes arilhmélicpu's sur l'intégrah' de

( lauchy ( 7<S() ).
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Appelt {P.). — Rapport sommaire de la Commission de Balis-

tique (80.') ).

h alun [P.). - Sur les substitutions rationnelles ( NoO 1.

!> 'comhe (L.). — Influence de la températare sur les phénomènes

électrocapillaires ( So(S ).

Ball/'f (L.). — Sur la détermination de la densité de l'air en {onc-

tion de l'altitude ( 827 ).

Lefsclielz- (S.). — vSur les intéi;rale> multiples des \ariétés algé-

hrlques ( 85o ».

Ki-yloff {N.}. — Sur les généralisations de la nu^tliode de W alter

Piitz ( 8r)3).

hériet i.J. Kanipê de k Sur la toiinalion d équations intégrales

admettant les fonctions hvperspliériques comme solutions fon-

damentales ( 8.")(i ).

Sizes (G.). — Les crutis de la musique des Hindous, les tiers de

ton de celle des Arabes et l'acoustique musicale ( ^^()I 1.

Boussinesq {J .). Intercalaticm d un massif sablonneux homo-

gène donné, mais dont 1 état ébouleus a ses équations ininté-.

grables, entre deux certains massifs hétérogènes de même figure,

qui se prêtent facilement aux calculs d'équilibre-limite ('8-3 ).

Monlel (P.). — Sur la repiV-senlation conforuie (8-()).

Sierpinski {W-)- — ^"i" quelques problèmes qui inq)liquent de>

fonction> non mesuraldes (882^.

Appeil (P.). — Rapport souimaire présente au nom de la Com-

mission de Balistiqiie (cjoy).

JiiLia {G.}. — Sur les formes bi(piadrati([ues à indéterminées

conjuguées et à coefficients entiers (910)-
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Boussinesq (./.). — Equilibre-limite (par détente) d'une masse

sablonneuse à profil supérieur rectiligne et que soutient en

avant une mince paroi plane verticale, mobile autour de sa base

Guichard [C). — Sur les surfaces telles que l'équation de Laplace

du réseavi formé par les lignes de courbure soit inlégrable (935).

Birhlioff (G.-D.). — Sur une généralisation de la séine de Tajlor

(942).

Duport {H.). — La loi de l'attraction universelle (94">)-

Sauger (M.). — Sur la durée de chute d'une pierre au centre de

la Terre (904).

Bigourdan (G.). — Sur les observations attribuées au prince

>

Louis de Valois et sur l'astronome Jacques Valois (970).

A ries {E .). — Sur la chaleur spécifique des fluides maintenus à

l'état de saturation (98(V).

Julia (G.). — Sur les formes binaires à indéterminées conjuguées

qui restent invariantes par un groupe de substitutions linéaires

(990-

Sierpinski (fV.). — Sur une extension de la notion de densité

des ensembles (990).

Jablonski (E.). — Conlril)uli()n à l'étude du cas le plus général

du choc dans un système de points matériels soumis à la loi de

Newton (99-5).

lielot {E.). — Sur quelques principes applicables à la Planéto-

graphie compaic'-e (997).

Dufour [P. -T.). RecluMi'hcs expérimentales sui- le tétraèdre

terrestre cl (h^lrdmtion (h^s terres et des mers (looi).
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Tome 163 12* semestie 1917).

Boussinesq (J. 1. - Equilibre-limite 1 par délente ), contre un mur

vertical qui commence à se renverser, d"une masse sablonneuse

dont la surface supérieure plane a une déclivité atteiiiuanl

presque celle de terre coulante (
.") ).

Gouy (G.). — Des effets des chocs moléculaires sur les spectres

des gaz (17).

Akimofl {M.). — Transcendantes de Fourier-Bcssel à plusieurs

variables (2?) 1.

A ries (E.). — Sur le signe de la chaleur spéciiique de la vapeur

saturée, au voisinage de l'état critique ( 5i ).

Appell (P.). — Rapport sommaire de la Commission de Balisticpie

(.541.

Thybaul (A.). — Sur les courbes taiilDclirones (.V)).

Bigoiirdan (G.). — Ln astronome-jardinier du xvii® siècle :

Elzéar Féronce. Calignon de Peyrins et la réciprocation du

pendule (84).

Gouy (G.). — Sur les interférences à grande différence de marche

(88).

Appell (P.). — Rapport présenté au mmi de la Section de Géo-

métrie, sur un Mémoire de M. H. Duport intitulé : « Sur la loi

de 1 attraction universelle » ( ()4 1.

Priwaloff'iJ. ». — Sur la convergence (U's séries trigonométriques

conjuguées ( (><) ).

Vessiot {E.). — Sur les équations canonique.^ el Mir les dévelop-

pements en série de la Mécani(jue céleste (()<)).

Amsler. — Sur le développement en fraction continue d'une

irrationnelle quadratique (102 1. ,
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Ilegly [V.-M.]. Sur récxiulemcnl en déverseur pai' nappe libre

avec conlraehon latérale (lo")).

Piocopia (S.). Appareil frinduetion poiii- la reelierelie des

projectiles ( loç) ).

LaUeinand (C.). — A propos de rextension, à la nier, du réoinu-

des tuscaii\ lioi-aires (loi).

Leatt. — Sur la mesure des ensenihles linéaires ( i
'i

i ).

Toarnier. — Détermination eN|)érimentale du rendement ( ma-

eliines et chaudières marines) ( i 'j'î ).

Vâlcovici (V.). Sur la position du |)oinl d"ari'(M dans le mou-

vement de rotation uniforme ( i ij ).

/>i^oi//clan (G.). — Sur la pro[)ai;ation à i;rand(' distance de

l'onde de houclie du canon (170).

/îr-lot ( E .). — L"liist(tire pli vs h pie ci halisi i(pie des \ oleans lunaires

' '77 '•

lliiinhert (G.). - Sur la traction continue de Si e|)lien Smilli 1 >\ i ).

Ilihlc.hidiuhon {II.). QueUpies mots mii' riidlucnce possilde

des grandes caiioiiiiades sur la pluie ( wi- ].

\ j>j>i-l I [ P .). i»apporl sommaire pi'cxMili'' au uoiu de la (Idim-

misMon de Balislupie {:>.?>{).

Iliiinhcit ((î.). Sur la rédiicliou 1 luod. >. ) de>< tormes (piadra-

I upies hmaires (^:i.V) ).

('(ilicii {/'.'.). Sur la suite de meilleure approvi mal 1011 ahscdiie

|)(Mir un uomhre (
>()>. ).

Il II inhcil (( i .). (^)uel(pies propiielés des loinies cpiad lal upies

hiliai l'es iiideliiiies ( '>.(jS ).
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Deslandres (H.). — Contribution à linfluence présumée de la

canonnade sur la chute de la pluie. Opinion de M. C. Saint-

Saëns ( 3o4 )•

IJambi^rt (G.)- - - Quelques propriétés des formes quadratiques

I)inaires indéfinies ( la i ).

Remou/idos (G.). — Sui' la classification des points transcendant'^

des inverses des fonctions entières ou niéromorplics (.)3i ).

Diiport (//.). ~ Sur les systèmes ortliog(»naux (
.j.')| ).

Ihiinherl (/*.). — Sur les ombilics de la surface jnrifornic (
?>.")- \.

Frccfiet iM.). — Sur la notion de \()i^inaf;e dans b'S ensembles

abstraits ( 3.")f) ).

Pelnnitch (M.). — Lu nouveau proci-dc dévalualiou numcrK[uc

des coefficients des séries (38<S).

Siz-es {G.). — Modifications pratiques à la " loi de résonance des

corps sonores » et recldicalion à la Xote sur les f^ongs chinois

( loT)).

A iigeLesco. - Sur un [iroctMh- de sommation des séries frigono-

UK-lriques ( \ i() ».

Sierpiiiski (TP'.'j et Lusin (JV.). — Sur une décomposiiion irun

intervalle en une infinité ikmi déiiombial)le d ensembles non

mesurables ( f'îa ).

MajorandiO.). Démonstration expé-riuientale de la constance

<h' \ itesse de la lumière rétlécliie par un miroir en mouvement

Benediks iC .). — Sur l'efTel thermoéh-cliKpK' par étranglement

dans le cas du mercure ( \>A\).

i(jung (U .-[{.). — Sur la théorie des séries trigonométriqucs

(46()).
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S/'z-es (G.). — Sur la gamme pythagoricienne au point de ^ue de

lacoustique musicale (4^3J).

Scoiza (G-)- — Les fonctions abéliennes non singulières à multi-

plication complexe { \f)-).

Lusin {N.) et Sierpihshl (Jï .). - Sur une propri(''t('' du continu

Belot (E.). — L'échange de matière solide entre les systèmes

stellaires par les météorites à trajectoire Inperbolique ( 5oi).

Branly {E .). — Influences électromélalliques exercées à travers

des feuilles isolantes de très petite épaisseur ( \t2.\ ).

Sparre (de). — Influence de la variation de l'épaisseur des parois

sur le coup de bélier dans une conduite forcée ( :)33V

Goursat (E.). ^ Sur l'intégration de certains ^vslèmes d'équa-

tions diflerentielles ( ^ii).

lia) s {S.'j. Sur les systèmes c\ cliques tri[des tic Steiner ( V-jo ).

Larose (H-)- Sur le mouvement uniforme d'un fil dans un

milieu résistant ( 54 •> )•

Cainichel (C), Eydoux (D.) et Gariel [M.). Sur les coups de

bélier (54^).

Mesnof^er. Sur la plaque rectangulaire ('pai^'^e po.sée, chargée

en son centre, et la ])laquc miucc corrcspoiidaulc ( 5.)i).

Soh'i (J.-C .). Parallaxe de rt-loili' P (rOpliiiieiius (553).

Brillouin (M.). Chauq) electromagnéti(pie d'un élément de

courant constant dans un milieu anisotrope biaxe ( r);");")).

L hauv'L'au (A.-B.). Sur la xarialiou diurne du potentiel eu un

point de ralmosplière. par iiii eiel serein ( M)\ i.

Appell {!*.). — lui|»|)(irl .sommaire de la ( lummission de lialis-

li(pie ( ()33 ).
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Tannenherg iW. de). — Sur une équation fonctionnelle et les

courbes unicursales sphériques (G24).

Camichel (C), Eycloux [D.) et Gariel {M.). — Sur les coups de

bélier ; calcul des pressions en un point quelconque de la

conduite (62(3).

Véronnet {A.). — Absorption de Teau sur la Lune et les planètes

(629).

Fréchet {M.). — Les fonctions prolongeables ( <i()Ç)).

Créinieu {V.). — Nouvelles recherches expérimentales sur la

gravitation (670).

Humbert {G.}. — Sur le développement, en fraction continue de

Stephen Smith, des irrationnelles quadratiques (689).

Appell (P.). — Expériences de M. Carrière sur le mouvement

aérien de balles sphériques légères-, tournant autour d'un axe

perpendiculaire au plan de la trajectoire (694).

Voiing {W.-H.). — Sur les séries des polynômes de Legendre

(696).

Humbert (P.). — Réduction de l'équation des jacobiens critiques

(699)-

Arctowski {H.). — Orages magnétiques, facules et taches solaires

(-,3).

Humbert {G.). — Sur le développement, en fraction continue de

Stephen Smith, des irrationnelles quadratiques ( "o").

Guicliard (C). — Sur les réseaux C tels que l'équation de Laplace

qui y correspond soit intégrable ("55).

Humbert (P-)- — Expression de la fonction de Legendre de

seconde espèce (759).

Ventre (F.). — Théorème sur les charges roulantes ( 7()i).

Bull, des Sciences mathém., 2 série, t. XLIII. (Juillet ii)Uj.) R.5
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Picard {E.). — Sur une équation fonctionnelle se présentant

dans la théorie de la distribution de rélectricité avec la loi de

Neuniann (
~--

i.

Tunnenherg (W. de). — Sur une question danalvse indéterminér

(7.S3).

Boslev (J.). — Les météorites et lexcentricité terrestre ( ~<S4 ).

J-ritou (P.). — Sur les substitutions rationnelles (992).

Baticle (E.)'. — Sur la détermination des dimensions les plus

avantageuses des principaux éléments dune installation de force

hydraulique (995).

Mesnager. — Sur la démonstration rio^oureuse des formules des

jîoutres et des plaques (997 i-

Hardy (G.-H.) et Littlcivood (J.-E.). — Sur la conNergence des

st-ries de Foui'ier et des séries de Tavlor ( 1047 )

Juillet. — Mesure de Tinlensité du champ de pesanteur: Pendule

de Galilée et tube de Newton (io5oV

(liandon (M'""' E.). - Sur une détermination à lastiolabe à

prisme de la latitude de l'Observatoire de F^aris ( ior)3 ).

léro/met {A.). — Sur la lui des densités à lintéricur d une uiasse

gazeuse (io55 i.

.Schajjers {V .). - - Le son du canon à grande lb^tance (^ioj7 ».

Hubert (H.). — Sur l'emploi du stéréoscope pour l'examen de

projections superposées ( 10 u) |.

Lacroix (A .). L'éruptit)n du volcan de (^uelzallepcfpie et h-

tremblement de terre destructeur de San Salvador ! juin-juillet

1917) ('077 ).

/famy (AI.). — Sur un ca»- particidu-r di- diliiailion (h's nuayes

des astres circulaires ( 10S2 ».
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Ariès {£.). — Sur la nécessité d'améliorer réquation d'état de

Clausius (io88).

Blondel [A.). — Mesure directe de l'angle de décalage intérieur

d'un alternateur et de la < torsance » (résistance transversale

globale) (1092).

Apoell (P-)' — Rapport sommaire de la Commission de Balis-

tique ( logf) ).

Humbert (G.). — Rapport sur une Communication de M. G. Julia,

intitulée : « Sur les substitutions rationnelles » ( 1096).

Julia (G.). — Sur les substitutions rationnelles ( 109S).

Akimoff. — Transcendantes de Fourier-Bessel à plusieurs

variables ( 1 100).

Mesîiaser. — Sur la démonstration rigoureuse des formules des

poutres rectangulaires et des plaques (i io3).

Léauté [A.). — Complément à la théorie de M. Blondel sur la

réaction dinduit des alternateurs ( i 106).

Er. L.

COMPTES RENDUS hebdomadaires des séantes de l'Académie

DES SciEXCES, publiés par MM. les Secrétaires perpétuels.

Tome 16(>. i" semestre 1918 (•).

Appell (P.). — Mouvements aériens gauches de sphères pesantes

légères (22-23).

A la suite d'expériences de M. Carrière, l'auleur est amené à formuler l'Iiypo-

thèse suivante : La résistance de l'air, au lieu de donner lieu à une force

R = mgo{\ ) dirigée en sens inverse de la vitesse V du point G. s'obtient e»

faisant tourner le vecteur GK d'un angle aigu a autour de l'axe instantané et

en sens inverse de la rotation instantanée. Cet angle a est une fonction crois-

sante de la valeur absolue de la rotation et s'annule en même temps que <clle-ci.

(') Voir Bcdl. des Se. maih., ?.' série, t. XLIII, 2" p., p. •J7.



U SPCONDli: PAHTIli.

Giroud (G.). — Sur les fonctions hyperabélieiines (24-23).

L'auteur étend aux fonctions hyperabéliennes de M. E. Picard les résultats

obtenus par lui pour les fonctions In perfuchsienncs; il montre comment on

peut trouver le polyèdre fondamental d'un groupe hyperabélien et discuter

ainsi la nature des singularités des fonctions du groupe; on en conclut que
trois de ces fonctions sont liées par une relation algébrique et qu'elles

s'expriment toutes en fonctions rationnelles de trois d'entre elles.

Lattes (S.). — Sur rilération des substitutions rationnelles et les

foactions de Poincaré (26-28).

Soit^,= R(^) une substitution rationnelle dont les points invariants sont

distincts, et a un de ces points de multiplicateur S, avec |S| >i. H. Poincaré

a démontré l'existence d"une fonction méromorphe 6 (m), telle que

6(Si/) = R[6(m)], 6(0) = a.

Donc, si l'on pose z = b{u), on aura z^= f){Su), etc.

L'auteur montre que les problèmes relatifs à l'itération de la substitution

donnée sont ainsi transformés en problèmes relatifs à la croissance de 6(m).

La méthode se généralise aux substitutions à deux variables au mo3'en des

fonctions de Poincaré généralisées.

Chokhate (,/.). — Sur quelques propriétés des polynômes de

Tchebicheft' (28-.)o).

Formules donnant des limites supérieure et inférieure des coefficients.

Denjoy [A.). — Sur une propriété générale des fonctions analy-

tiques (.')i-.l'^).

Soit V {x) une fonction analytique de la forme {x — a, )*!... (J7— «.J^nG ( jt),

les a et a étant constants. L'auteur démontre que : Si les points a, sont inté-

rieurs à un contour simple C, dans lequel G est régulier et non nul, et si

l'argument de V(x) varie dans un sens constant quand x décrit C :

1° V {x) possède {n — i ) zéros 6^ distincts des a- à l'intérieur de C.

a" Toute courbe d'équation arc F(^) = const. ayant un arc intérieur à C
passe, soit en un point c/,, soit en un point b^.

Julici (G.). — Sur l'itération «les fractions rationnelles ((ii-()4).

Soit z, = 'f(c) une fraction rationnelle et la .suite des conséquents

Soit 7Jz) un point limite de lensenible des ;, : le problème fondamental de

l'itération consiste à trouver les points essentiels de Z(^). L'auteur le résout

par la considération de l'ensemble K des racines des équations z = <^,^{z) pour
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lesquelles
|
?'« (^ ) | > i Cet ensemble est dénombrable et admet un dérivé E' qu i

est parfait : la fonction Z{z) est analytique dans toute région du plan dont

aucun point intérieur n'appartient à F/. Si R est une telle région, d'un seul

tenant, n'ayant pour points frontières que des points de E', ces points frontières

sont tous essentiels pour 7A : j

.

Ocagne {M. cV ). — Sur les surfaces gauclies circonscrites à une

surface donnée le long d'une courbe donnée (64-66).

Une surface réglée étant définie par une surface directrice S, qu'elle doit

toucher le long d'une courbe C. et une autre directrice quelconque, ligne fiu

surface, l'auteur indique une méthode géométrique pour déterminer la généra-

trice passant par un point quelconque de C.

Gariiier (-/?.). — Sur les singularités irrégulières des équations

différentielles linéaires (loo-ioo).

L'auteur étudie une équation admettant a; = x comme point singulier

d'ordre m, en la considérant comme limite d'une autre équation linéaire qui

admet à distance finie les mêmes singularités que la première et. en outre

[ni-i-i) points réguliers dont la fusion engendre le point irrégulier. La

méthode des approximations successives permet de relier les intégrales cano-

niques de la seconde équation aux intégrales normales de la première et à la

théorie des invariants de Poincaré.

Bloch {L.}. — Siir les théories de la gravitation (i i i-i lô).

L'auteur montre qu'il suffit d'introduire un facteur dans l'expression de la

loi de Weber pour mettre la théorie de la gravitation de Tisserand en accord

avec le principe d'Hamiiton et arriver aux mêmes résultats que la théorie

d'Einstein en ce qui concerne l'anomalie du périhélie de Mercure. Ce facteur

est précisément celui par lequel Einstein a dû modifier la loi de Gauss pour

l'adapter à sa théorie.

Sparre [M. de). — Sur le coup de bélier dans une conduite forcée

à parois d épaisse'^ur variable, dans le cas d'une fermeture pro-

gressive (i44"i48).

L'auteur étudie le cas d'une conduite de haute chute formée de trois tron-

çons d'épaisseur différente, la section intérieure restant toujours la même. I3ans

le cas d'une fermeture complète dans un temps très court, la varia-tion de

l'épaisseur des parois peut augmenter le coup de bélier de 06 pour loo.

Au contraire, si la fermeture se fait à vitesse constante, sa durée étant supé-

rieure à celle d'une oscillation totale, on obtient pour le coup de bélier maximum
la même valeur qu'en supposant la vitesse de propagation constante et égale à

sa valeur moyenne. Il se produit toutefois un décalage, qui a d'ailleurs été

constaté expérimentalement.
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Buhl (-J.)" — ^"' certaines sommes abéliennes d'intégrales

doubles {i4<)-i 5o).

Soit F une surface algébrique d'ordre ni et ^'(x, j)', z) une fonclion ration-

nelle. Un cône de sommet O détermine sur Fm cloisons et Ton considère lii

somme abélienne » / l^'{x.r, ^ i f/x (/) relative à ces cloisons; l'auteur

montre, par un raisonnement géométrique, qu'on peut la mettre sous diverses

formes et en particulier la ramener à / / R(ar, r) dx dy, R étant rationnel.

Cela est encore %Tai si les variables cessent d'être réelles et les problèmes

relatifs à la somme abélienne sont ainsi transformés: l'auteur en indique un des

plus intéressants qui a été traité par .M. E. Picard.

Lattes (S.). — Sur ritéiation des siibslitiiLions rationnelles à

deux variables (i5i-i53).

L'auteur étudie en détail, pour le cas d'une substitution à deux variables,

l'application do la méthode d'itération paramétrique qu'il a indiquée dans sa

Note précédente (voii- plus haut); les fonctions méromorphes fondamentales

de M. E. Picard, invariantes par la substitution considérée, jouent ici lerôlc^

des fonctions 0(m) de Poincaré pour le cas d'une seule variable.

Julia (G.). — Sur des problèmes concernant ril("ralion des frac-

tions rationnelles (i 53-1 56).

Cette Note complète la solution du problème de l'itération exposée par

l'auteur dans sa communication précédente {voir plus haut). En considérant

lune des régions R qui ont été définies, deux cas peuvent se présenter suivant

qu'il existe, ou non, une fonction ~(z) non constante dans R: l'auteur indique

plusieurs propriétés fondamentales dans ces deux ras. En particulier, il existe

une transformation Z=/(-s) qui applique W sur le cercle |Z|<i; si Ton

pose 7. ,= /(:,), on trouve que 7.,J7.) est une fonction rationnelle qui con-

serve l'intérieur du cercle |Z|<i. On en déduit que : pour que Ç(s) ne soit

pas constante dans R, il faut que Z (X) se réduise à Ze''', 6 étant incommen-

surable à :!X.

Iversen .{F.). — Sur les valeurs asvm|)toli(|ues des fonctions

méromorphes et les singularités transcendantes de leurs inverses

(i 50- I 59)

L'auteur rappelle la classification des points transcendants qu'il a donnée

dans sa J'iièse et fait la critique d'une classification différente établie par

M. Rémoundos et des résultats que celui-ci en a déduits {Comptes rendus,

t. 165, p. 3.5i). Il montre en particulier, sur un exemple, que le deuxième théo-

rème énoncé par M. Héuioundos est inexact.
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Barharin (P-)- — Sur <e dilemme de J. Bolyaï i 202-204 1.

« A/it axi-oma Al Euclidis v^rum, ont quadratuva circuli geonieinca »:

Boirai la démontré par le moyen des lioricycles de Lobalchewsky. L'auteur

montre qu'on peut exécuter enlicremeDl les constructions nécessaires pour la

quadrature du cercle, dans la géométrie de Bolyaï-Lobatchewsky, en se servant

seulement du triangle et du quadrilatère rectangles.

Fntou iP ). — Sur les équalions fonctionnelles et les propriétés

de certaines fronlières (204-206).

R(~) étatit une fonction rationnelle et a un point double de la substitu-

tion [s|R(s)] tel que |R'(a)|<7, l'auteur démontre le théorème suivant :

Si C est la frontière d'un domaine invariant contenant a. supposé sim-

plement connexe, ce contour ne peut être un arc régulier de courbe analy-

tique que si la substitution possède un cercle fondamental, dont C est la

circonférence.

Denjoy [A.). — Sur les courbes de M. Jordan (20--209).

L'auteur se propose de donner une définition uiialytique de l'intérieur et de

l'extérieur d'une courbe (C) continue, simple et fermée dans nn plan, déduite

de ses équatîfins paramétriques : x ^f ( t), y = g{t).

II V parvient par la considération de l'ensemble

X — A", a:, + k„x., -^ /'j^.t y = ^"'i.'^'i
-+- /•".y^-^ ^y.y?.-

a;,, y- étant un point de C et Ap k\, k.. des coefficients positifs, dont la somme
est égale à t. Les résultats, indiqués sans démonstration, semblent pouvoir se

généraliser au cas d"un espace à plus de deux dimensions.

Pompéiu (D.). — Sur une défînilion des fonctions lioloiiiorplies

(20()-2 I 2).

Soit /{:} = u{x, y) -i- ii'( X, y) une fonction de la variable complexé z

définie dans une région R du plan; traçons autour d'un point ; de R un con-

tour simple fermé {<'
, limitant l'aire 2. et posons

= f/(z>dz, \ = l-
J

'C

Si j tend vers une limite quand C tend vers le point z. nous appellerons la

limite : dérivée aréolaire de /(z) au point c. L'auteur démontre que : jiour

que f(z) soit holomorplie dans R, il faut et il suffit que sa dérivée aréo-

. laire soit nulle en tout point de R.

Montessus de Ballore (/?. de). — Sur les quartiques gauches de

première espèce ( 212-214)-

On peut représenter paramétriquemenl toute quartique gauche de première

espèce réelle, dépourvue de points singuliers, par des f<mctions elliptiques:
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l'auteur montre que, en choisissant convenablement le tétraèdre de référence,

on peut n'introduire dans les formules que des coefficients réels. Le choix de

ce tétraèdre dépend du nombre de cùnes réels passant par la quartique, et

l'auteur donne le moyen de passer efTectivement des équations cartésiennes de

la courbe à ces équations paramétriques.

Lalesco [T.). — Les classes de novaux symétrisables (202-2.53).

L'auteur montre que les noyaux symétrisables peuvent se ranger en trois

classes; il étudie quelques propriétés générales, relatives aux noyaux qu'on eu

déduit par itération et aux facteurs composants d'un même côté. Il définit le

genre d'un noyau symétrisable et démontre que : Tout noyau symélrisable

de genre fini est symétrisable des deux côtés.

Buhl (A.). — Sur la représentalion, par des volumes, de cerlaines

sommes abéliennes d'intégiales doubles (254-255).

Dans sa dernière Communication [voir plus haut) l'auteur a étudié la somme

ahélienne /Il ^'(x, y, z) dx dv, relative aux cloisons découpées sur une

surface algébrique F par un cône de sommet 0; il en a donné une expression^

sous forme d'intégrale double qui peut garder la même valeur quand on

change ^* et F. On pe^t interpréter géométriquement cette dernière intégrale,

au moyen d'un volume, et rendre concrètes la représentation et la discussion

des sommes abéliennes.
,

Gaii [P.-E.). — Sur l'intégration des équations aux dérivées

partielles du second ordre ( 2-6-2-8).

L'intégration d'une équation du second ordre (à deux variables indépen-

dantes), par la méthode de Darboux, exige la connaissance de rfcMar invariants

d'un même système de caractéristiques; l'auteur montre que si l'on a un inva-

riant, on peut en déduire, par une dérivation suivie d'opérations algébriques,

un deuxième invariant et par suite intégrer l'équation.

Mladen T. Bevilch. — Extension du tliéorème de Rolle au cas

de plusieurs variables (2-9-281).

Soient deux fonctions y (j:, _}') et «(.r, i), continues à l'intérieur d'un con-

tour C ainsi que leurs dérivées du premier ordre; l'auteur démontre que :

1° Si /" et 'i s'annulent aux deux points A et B du domaine, leur déterminant

fonctionnel s'annulera le long d'un nombre impair de lignes L qui séparent A
et B;

2 Dans une région R, à l'intérieur de C. limitée, soit par des lignes L, soit

par des lignes I> et C, il y aura au plus un point où s'annulent à la fois f et tp.

Ce théorème se généralise au cas de t, fonctions de t, variables.
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Jekhowsky [B.). — Généralisation d'un théorème de Cauchy

relatif aux développements en série (Z^i-?)^^).

Soit une fonction définie SCt')- admettant la période ail. si Ion pose

z = e'-' et X = V — 'S.z ^
s\npv (yj = i, . .

. , n)

cette fonction peut se inettre sous la forme -Pi-*^ (étendue de — x à +x);
ces séries sont utilisées en mécanique céleste. L'auteur généralise dans cette

Note un théorème de Cauchy sur le calcul des coefficients Pj.

Montessus de Ballore (/?. de). — Sur les quartiques gauches de

première espèce (345-346).

Cette Note complète la précédente du même auteur (voir plus haut): il y

étudie le cas où trois aux moins des cônes passant par la courbe se réduisent à

des cylindres: les formules obtenues montrent que ce cas est essentiellement

différent des autres.

VessLOt (E.). — Sur la propagation des ondes et sur la théorie de

la relativité générale ( 349-35 1).

Soit » la forme différentielle quadratique à quatre variables par laquelle

Einstein définit le champ de gravitation; l'auteur montre que, dans cette phy-

sique : la propagation de la lumière se fait par ondes à surfaces ellipsoïdes,

suivant le principe d'Huyghens, que les rayons satisfont au principe du temps

minimum de permat, et enfin qu'on obtient l'équation des familles d'ondes en

égalant à zéro le paramètre différentiel A, de Beltrami pour la forme ».

Il en déduit qu'il y a identité dans la loi de propagation des ondes lumineuses

et des ondes de gravitation, ce qu'Einstein n'avait démontré qu'en première

approximation; on peut y ajouter aussi les ondes électromagnétiques.

Guichard (C.). — Sur une classe particulière de courbes plusieurs

fois isotropes (369-372).

Appelons ^,, x^, .... x,^, les paramètres directeurs, fonctions d'une variable u,

de la tangente à une courbe C, dans un espace d'ordre n : on dira que C est

p fois isotrope, ou courbe If, si l'on a

^x}=p et ^(f^)=o (A' = ,. ...,/?-!).

Si en ajoutant un paramètre ar„^, aux précédents, la courbe de l'espace

d'ordre ( « -t- 1
) qui admet ces paramétres est une I'', on dit que la courbe pri-

mitive est une courbe 2 If; on définit de même les courbes 3 le, etc. L'auteur

démontre alors que : Dans un espace d'ordre n = 2/7 -1- 2, toute I'' est ortho-

gonale à une 2IP+' et inversement. Il en déduit la solution du problème suivant :
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Trouver dans un espace d'ordre n = up -+- 2, une courbe dont les parur

mètres directeurs des tangentes satisfont aux relations

Xi = n,

Rilt [./.-F".). — Sur ] itération des fonctions rationnelles (38o-

.181).

L'aïUcur énoncer quelques propriétés des i'onclions 6 (m) de Poincaré, suivant

la forme de R(^) (se référer pour les notations aux deux Notes ci-dessus de

M. Lattes); il complète ainsi les résultats de M. Fatou au sujet de l'ensemble

des antécédents d'un point, et il étudie piuliculièrcmenl le cas où R(s) est un

polynôme, f^n appelant R„(^) l'itéré ;?'«">» de R(-). les points x tels que

R„{a;)= R;, (c) '

sont dits associés ii c: l'auteur étudie les propriétés de l'ensemble des associés

fl'un point.

Valiron. — Démonstration de l'existence, pour les fonctions

entières, de chemins de détermination infinie (382-384)-

L'aulear démontre l'existence de chemins sur It'squels le module de la fonc-

tion est toujours croissant et tend vers l'infini: il en déduit l'existence de che-

mins pour lesquels '—-^- tenti veis l'infini, ([iiel (jue soit :i. ainsi que <le

cliemins sur lesquels -"[/(-s)— «J tend vers z('ro, a étant une valeur (l'evcep-

tion i\tf{z) au sens de M. Picard.

Latesco {T.). — Sur un point de la théorie des noyaux symétri-

sables (4 1 <'-4 ' i^-

L'auteur montre, par un exemple particulier, qu'il existe des no\an\ svmé-

Irisahles par un noyau fermé et qui ont un pôle double.

lîrillouin {M.). — Milieux, hiaxes. Ilecherche des sources. Posi-

tion du problème [/^\'i.-/\i(\^.

Lauleur montre d'abord que dans un milieu électriquement anisolrope. mais

niagnétiquenu'nt isotrope, les seules «ources élémentaires possibles sont des

doublets. 11 ('ludie le champ <le ces sources, dont la fonction généra-

trice -^{x, y, ~, /) satisfait à ntie équation aux dériv('es partielles du qua

Iriè'me ordre, ^l à certaines conditions aux liniiles: guidé par l'analogie avec

les milieux uniaxe-s, l'auteur est conduil à une solution explicite de forme

particulière et il indique les condilioiis auxqui'llis doivent satisfaire les arl>i-

traires qui y figurent.
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Mlaclen T. Berilch. — Sur la convergence el lu clivcii;ence des

séries à termes réels el positifs (4.3 1-453).

Essai (riiilerprétatian, par uni: voie cinrmatiqué. fie séries divergentes on

ayant plusieurs soninx^s distinctes.

Bulil {A.). — Sur riiitervenlioii de la géométrie des masses dans

certains théorèmes concernant les surfaces algébriques (45 r

456).

En f'-tendaiit sur «ne surface quelconqiie une double couche de den-

sité ~-r^{x, y, z). et en prenant le moment d'inertie de cette double couclie

par rapport à l'oriiiine des coordonnées, on obtient des intégrales doubles

abélienncs dont les propriétés peavent ainsi s'interpréter géométricfueinent. En
choisissant convenai)Iement t,, l'auteur obtient fies propositions qui généraliseni

des résultats dus à M. G. Humliert.

Lattes ( .S. ), — Sur riléraition des fractions rationnelles (486-488).

L'auteur développe quelques points relatifs aux foncticnis 6(mj de l'oincarc'.

dont il a montré l'importance dans la théorie de l'itération ( l'OiV plus haut les

Not€s du même auteur); il y a au plus de«x valeurs que les conséquentes d'une

fonction rationRelle donni'C ne peuvent pas prendre, cr un point de la fron-

tière du domaine d'un point d'attraction : ce sont justement les valeurs «xcep-

tionnelles de 6 (a), et l'auteur en étudie le^ cas d'existence. Les fonctions de

Poincaré permettent de résoufire le problènje de l'ilération analytique, qui

revient au fonfl à trouver un groupe continu à un paramètre cmitenanl l.i

transformation identique ainsi qu'une transformation donnée.

Palligny i de). — Sur quelques valeurs de la quadrature appro-

chée du cer<;le (489-492).

En considéraet le carré- conslrnit sur «ne corde d'un cercle, qui tourne autour

d'un point S situi' au milieo d'un rayon, on retrouve les diverses valeuis

approchées connues de la quadrature du cercle, ainsi que quelques autres nou-

velles, d'une réalisation graphique facile. '

Appell (P.). — Sur la notion d'axes fixes et de mouvement ahsoln

(.5i3-5i6).

Soit S un système de points mobiles par rapport à certains repères: on sait

déterminer un trièdre T, mobile par rapport aux mêmes repères, tel que dans

le mouvement «le S par rapport à T, les quantités de «iic«ivemcnl des points

<k! S foi'ment «n système de vecteurs g-Iissants (iquivalent à zéro. L'auteur pro-

j»o$e de dire dans ce cas que T est immobile par rapport au système ite points S.

- Il montre l'intércL que pn-sente cette conception en Hydroilyiiannque el en

Mécanique céleste.
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Jourdain [Phiiip-E.-B .) . — Démonstration du théorème d'après

lequel tout eosenible peut être bien ordonné (Sao-SaS).

C'est une démonstration directe du théorème de Cantor. basée sur la notion

de chaîne d'ensembles. Une chaîne est une partie bien ordonnée cl'un

ensemble M satisfaisant à certaines conditions définies par l'auteur; elle peut

être elle-même facilement ordonnée; la démonstration consiste à prouver qu'il

existe une chaîne qui épuise M. Cette démonstration étant indépendante de

l'axiome de M.-Zermelo, il s'ensuit qu'on peut démontrer celui-ci.

Humbert (G.). — Sur les représentations d'un entier par certaines

formes quadratiques indéfinies ( 58i-ô8-).

Soit une forme d'Hermite, indéfinie, proprement primitive :

axa-g-i- bj:^,y -+- b„a:y„-h cyy„

et D son déterminant (positif); dans chaque classe de formes de déterminant D.

choisissons un représentant (a, b, b^, c) tel que a > o, et dx-signons par f{x,y).
/' {^1 y): /" i^-: y h ^tc. les formes ainsi choisies. Un nombre m, positif et

impair, est représentable d'une infinité de manières par /^(x, y), mais il n'y

en a qu'une pour laquelle le point {x, y) est à l'intérieur du domaine fonda-

mental cOfc, pour le groupe de M. Picard relatif à f(^^{x,y). En ne considérant

que cette représentation particulière, on peut étendre à ces formes le théorème

de M. P'iatou pour les formes définies, et démontrer que : le nombre de repré-

sentations d'un nombre m, positif, premier à 2I), par les formes/, /', /", ...

est égal à deux fois la somme des diviseurs de ni.

L'auteur termine par quelt|ues exemples.

Julia (G.). — Sur les substitutions rationnelles (599-601).

L'auteur étudie la connexion des domaines restreints de convergence d'une

fraction rationnelle, vers un point d'attraction; puis, dans le cas où il existe

deux de ces points au moins, la nature géométrique des continus frontières des

domaines de convergence: il précise, à propos d'exemples particuliers, la pro-

position, démontrée par M. Fatou, que ce continu ne peut être formé d'un seul

arc analytique.

Garnie/' (R.). — Sur les singularités irrégulières des équations

linéaires (6o2-6o5),

Dans une Note précédente {voir plus iiaut). l'auteur a exposé une méthode

qui permet d'étudier une équation difl'érentielle, linéaire, du second ordre, à

points irréguliers, en la tonsidérant « omme limite d'une équation à points

réguliers; il montre ici comment cette méthode permet de trouver des lignes

de zéros pour les inti'gralcs. 11 étudie ensuite les l'quations à points irréguliers

de seconde espèce, en procédant par inntinuité' ;i partir des ('quations de pre-

mière espèce.
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Valiron. — Sur le maximum du module des fondions entières

((x.5-608).

Soient une fonction entière Ilf,,-": M(/-) le maximum de son module

pour |s| = r, et mt r ) le plus gr;in<l des modules |c„|/"". M- \^ iman a

démontre que l'inétialiti-

1

M (/•)</«(/•)[ logm (/•)]- " ( c :::• 0. lim 3 = o pour /•--:<:
;

a lieu pour une iniinili- de valeurs de /•: l'auteur démontre iii. en employant

une représentation géométrique due à M. Hadamard, qu'elle est vraie presque

partout; il indique quelques résultats qui s'y rattachent.

PuUigny {de). — Quelques remarques nouvelles sur la quadra-

ture approchée du cercle (608-61 i).

Addition ii la Note précéilenle du même auteur (voir plus haut).

Boussinesq (J.). — Equations auv dérivées partielles, pour les

états ébouleux voisins de la solution Raokine-Lévv, dans le cas

d'un terre-plein à surface libre ondulnée, mais sans pente

moyenne ( 625-()3o).

L"auteur montre que la détermination des composantes de la pression se

ramène à l'intégration d'une équation aux. dérivées partielles du second ordre:

en étudiant l'ordre de i;randeur des termes qui y figurent, on peut, en pre-

mière approximation, réduire cette équation à la forine de d'Alembert,

/ — a"- 1 -- o.

(]ui s'intègre iacilement et d'où Ion déduit les éléments de la solution du

problème. On a ainsi une approximation par défaut : en particulier, elle

donne pour la p/)ussée une valeur trop faible et il y aurait lieu de chercher si

une deuxième approximation ne donnerait pas des résultats plus satisfaisants.

Lecoi'tiu (L.). — Sur le signe des rotations (63o-632).

L'auteur expose les raisons pour lesquelles il ne croit pas opportun d'apporter

(les modifications aux sens positifs diffi'rents, pour les rotations, a<loptés par

les astronomes et les inéraniciens.

Boussinesq (J.). — Calcul de deuxième approximation de la

poussée limite exercée sur un mur vertical par un terre-plein à

surface libre horizontale (65--663).

L'erreur la plus importante commise dans la première approximation ( roir

plus haut) provient surtout de la partie du terie-plein constituant le loin con-
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lis;u au mur: c'est pourquoi lauteur se home à ce coin ilc sable p<^ur la

deuxième approximation.

Celle-ci se ramène à létude de IVquatioa r — aP- 1 - - —'-.
1 iiue l'auteur

j- sin »

iulègre elle-même d'une manière approchée, en tenant compte de ce que le

seroiid membre est du deuxième ordre de jjrandeur par rappoit au premier; il

est ramené ainsi à une équation de la forme / — a-/ = F^x, ri. Il termine

par quelques indications sur les résultats numériques de ces calculs, applicables

dans la pratique.

Ilaag (•/•). — Sur une applicalion de la loi de Gauss à la svpliilis

(673-670;.

l ne statistique digne de foi a montré ;i l'auteur que la durée fTincubalion de

la syphilis satisfait à la loi de Gauss d'une manière très remarquable, l^'appii-

cation Ae.» méthodes du calcul des probabilités lui permet de calculer la duréi;

normale et de résoudre divers problèmes qui se posent à ce sujet.

Roy (L.). — Sur le problème de la réflexion et de la réfraction

par ondes planes périodiques (()75-678).

La solution classi(]ue de ce problème, dans le cas d'une surface séparalivc

plane de deux milieux homogènes et isotropes, admet comme un fait expi'ii-

mental l'existenc* des ondes réfléchie et réfractée de toute onde incidente

donnée. L'auteur montre que ces ondes représentent justement la solution

simple la plus générale, par ondes plançs p<riodiques. dont le problème soil

susceptible: il 3' a toutefois une réserve à faire sur les amplitudes, qui ne sont

pas entièrement déterminées par les équations du problème.

Pérès (J.)- — Sur certains développements en série (723-726).

So'icnl /„(l}, /^{t j, etc., une infinité de fonctions définies et continues dans

un intervalle, et supposons qu'on connaisse une fonction <I>(t. ^ satisfaisant

aux conditions

En considt'rant les é-quations inté'grales associées

où W est le noyau résolvant de <t>, on voit que si 'À est développable en série

de puissances, o sera développable en séries de fonctions/ ; si À se développe

en série de polynômes en t, on aura p<iur » un «léveloppement en série de

polynômes en / L'auteur donne quelques exemples, en particulier pour les

fonctions rie Hessel.
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Latesco (T.). — Sur 1 application des équations intégrales à la

théorie des équations ditVérentielles linéaires [-7.---1S).

L'auteur indique les propriéti^; remarquable*, au point d«- rue de la (tériva-

tion et de la multiplication, de^- fonctions définie< par la relation de récur-

rence

»6

".^, (x. y )
--

I
G , ( ar. s ) C.^,_i C s. y ) ds

avec -iG^ia:, y) — i. si x"^}' et — i si x<_x- tl^-"^ four-lions permettent de

ramener à une rquation intégrale tout problème relatif à une équation diffé-

rentielle linéaire dont les données initiales sont bilocales. en prenant comme
fonction inconnue la dérivée d'ordre la plus élevée.

MLaden T. Beritch. — Ln procédé intuitif pour la recherche des

maxima et minima ordinaires (729-70 i).

L'auteur remarque que. si a. b. c sont trois zéros consécutifs de la dérivée

Aç f(x), dans un intervalle sans discontinuité, h sera un maximum si

f(a)<f{b)>f(c).

Il en lire f(uelqucs conséquences pour le cas des fonctions de deux variables,

iié-es ou indépendantes.

Andrade (J.\. — Sur quelques Iransforinations ponctuelles et sur

!e cercle de similitude de deux cvcles ( -3i--.S3).

L'auteur montre que certaines transformations ponctuelles peuvent être

représentées par une correspondance entre deux solides: cela permet alors

d'envisafjer les propriétés de la transformation sous forme géométrique. Il

étudie, en particulier, la transformation représentée par une similitude directe

entre deux eirconférences sur lesquelles seraient marquées des divisions angu-

laires égales (cvilesi.

Bricard ( /?. ). — Sur le mouvement à deux paramètres autour

d'utj point hxe (-.34-735 ).

Ln tel mouvement étant assin)ilé à celui de deux sphères éjjales concen-

triques, Tune Sj fixe, l'autre S mobile, il y a à chaque instant x- nDUvements

possibles, dont les axes instantanés sont dans un plan diamt'tral. L'auteur

montre que les pôles de ce plan, sur S et S^, établissent entre deux régions de

ces sphères une correspondance qui conserve les aires. Il étudie le cas où les

sphères se réduisent à des plans.
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Hianbert (G.). — Sur les formes quadratiques indéfinies d'Her-

niite ('j53--58).

En transformant une formule démontiée dans sa iSote précédente, analysée

ci-dessus, et dont nous conservons les notations, l'auteur démontre la suivante :— rih(-5)^J
où les A représentent les aires des domaines cD,,, transformés dans le demi-
espace non-euclidien de Poincaré; le produit est éte^idu aux facteurs pi'emiers q
de D, réels, impairs, distincts et supérieurs à i.

Boiissinesq [J.). — Profil de rupture d uu terre-plein sablonneux

horizontal, à couches plus rugueuses dans le voisinage de son

mur de soutènement vertical qui commence à se renverser (-Sg-

764).

L'auteur établit l'équation dillérentielle du profil de rupture au moment de

l'éboulement. Cette équation est homogène et on la ramène à une intégrale

abélienne; mais en négligeant les coefficients petits, on parvient finalement ài

une intégrale rationnelle simple, ce qui permet de calculer les constantes

numériques intéressantes dans la pratique.

Juiin (G.). — ^ aleurs limites de l'intégrale de Poisson relative à

la sphère, en un point de discontinuité des données (770-773).

Moyennant certaines hypothèses très générales, l'auteur ramène l'étude île

l'intégrale de Poisson à celle d'un potentiel de simple couche étalée sur la

sphère et en di-duit la valeur limite en un point O de discontinuité. On a un

résultat particulièrement remarquable lorsque O appartient à une ligne de dis-

continuités admettant une tangente en ce point.

Vallée Poussin (C. de la). — Sur la meilleure approximation

des fonctions d'une variable réelle par des expressions d'ordre

donné (799-802).

L'auteur se base sur une piopriété îles sommes de Fejér pour démontrer que :

la meilleure approximation d'une fonclioii fi.v), de période 3t, par une expres-

. • , , . ,- • •
^'^-^ P 1

sioii Irigonometnque dordre ri, n est pas inférieure au quotient par ne

l'approximation obtenue quand on prend, comme valeur approchée de /(a:), la

moyenne arithmétique de p sommes de Fourier consécutives à partir de S„: en

particulier (si p : n) elle n'est pas inférieure au quart de l'approvimation

fournie par la moyenne des t, sommes de Fourier consécutives à partir de .'^„.

Il en lire des conséquences lorsque /(a:) est développable en série de Fourier

et relrouve un résultat de M. S. I5«rii.>-tein dans le t as où /(x) = \a\.
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Pérès (J.\. — Quelques remarques sur certains développements

en série (806-808).

L'auteur étal)lit les conditions qui caractéinsent Texistence de la fonc-

tion »I>(t. t) dont il a été question dans sa Note précédente (voir plus haut)

Il indique également la valeur de ^ qui convient aux développements en série

de fonctions de Bessel.

Buhl ( A.). — Sur les séries de polvnonies tayloriens francliissanl

les domaines \\ (808-81 1).

La division > ordonnée suivant les puissances croissantes de z, permet,
z — a

décrire toute fraction rationnelle sous la forme

F(.) = v _i_=.,„u)+y ^--"

^^^(. alAz — a^)*

en ihoisissant convenablement une fonction entière /(:) = -i'„ï". 1 auteur

montre qu'on en déduit

On peut passer de là au cas où les a^ sont en nombre infini, formant un

ensemble dénombrable, partout dense, sur un contour C de forme quelconque

entourant l'orijiine: le développement précédent, étaidi sans considération de C.

francbit évidemment ce contour.

f ailée Poussin (C. de l<i). — .Sur le maximum du module de la

dérivée dune expression trigonomélrique d'ordre et de module

bornés (843-846).

Soit une expression de la forme

S{x) = '^{a^^ coskx — b^ sinkx) { k — 0,1. . .
.

, n):

l'auteur démontre que si le module de S ne surpasse pas L. celui de sa dérivée

ne surpasse pas nL.

Huinbert iG.). — Sur le nombre des classes de formes à indéter-

miuées conjuguées, indélinies, de déterminant donné ( 865-8-o).

L'auteur démontre que pour un déterminant D positif donné, impair ou

impairement pair, les formes d'Hermite indéfinies, proprement primitives, du

corps \ — I , appartiennent toutes a une seule et même classe. Si D = 1 ( mod 4 ).

les formes d'Hermite indéfinies, improprement primitives, du champ •_
— i

apj)artiennent à deux classes distinctes, qui se transforment lune dans l'autre

par (les substitutions de déterminant ^- i. Si D s^ o (mod 4). 'e nombre de

classes est ^2. Un a des résultats anaioiiues pour les formes du corps i \d.

Bull, des Sciences niatliëm., 2' série, t. \LIII. (Août 1919.) R.6
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Giraud (G.). — Sui' une équation aux dérivées partielles, non

linéaire, du second ordre, se rattachant à la théorie des fonc-

tions hyperfuchsiennes ( 893-890 j.

L'auteur a étudié précédemment ( voir plus haut ) certains groupes hyper-

fuchsiens dont les fonctions correspondantes s'expriment rationnellement au

moyen de trois d'entre elles, liées elles-mêmes par une relation algébrique:

cette étude est liée à celle de l'équation

/ Q-u (fiu\.<)'^u à'^u\ / ffu o'-u ,- / (t-

u

fr-n ,-_

\ôx^- ~ 'àp)\Ur'
'~ ~d^)~\dxôz ~ fjydtj ^XÔœTc

'~
dy Ozj ^ ^

qui présente beaucoup d'analogie avec l'équation lu — e".

Buhl {A.). — Sur les volumes engendrés par la rotation dun
contour sphérique (896-89-).

Le volume engendré par un contour fermé, tracé sur une sphère, en tour-

nant autour dun axe quelconque de l'espace, est donné par une formule très

simple, susceptible de diverses interprétations géométriques.

Hamy [M.). — Sur la diffraction des images solaires ( 878-881).

Le pouvoir optique d'un objectif augmente, sous certaines conditions, quand
on dispose un écran sur sa partie centrale; l'auteur étudie l'influence d'un écran

masquant la partie centrale de la fente d'un objectif diaphragmé, et montre par

le calcul que le bord optique est moins tranché dans ce cas que lorsque la

fente est utilisée dans toute sa longueur.

Humbert (G.). — Sur le.> représentations d'un entier par les

formes quadratiques ternaires indéfinies (925-930).

Lne forme ternaire ${x,y, z) peut se reproduire elle-même par les trans-

formations d'un certain groupe: on conviendra ici. comme l'auteur l'a déjà fait

pour les formes d'Hermite. de ne considérer, parmi les solutions de l'équa-

tion ^ (x. y, z) = N, que celles pour lesquelles le point {x, y, z) est dans le

domaine fondamental (D de Poincaré pour le groupe considéré. Avec cette

restriction, on peut étendre aux formes indéfinies les résultats connus pour les

formes ternaires positives, et en particulier ceux de Smith. L'auteur donne la

valeur de l'aire non euclidienne du domaine (0.

Boussinesq {J.). — Intégration graphique pour le problème de

l'état ébouleux, dans le cas d'un terre-plein à surface libre

ondulée, indéfini à l'arrière et maintenu à l'avant par un mur
courbe (930-9.Î.J 1.

L'auteur donne des furmules qui permettent, une fcjis dessinés le profil delà

fiurfai.c libre (supposée à ondulations faibles) ainsi que celui du mur, de cens-
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truire géométriquement les pressions d'équilibre-limite existant en tous les

points du massif; sur le mur, on obtient un résultat remarquable : la compo-

sante normale de la poussée par unité d'aire est proportionnelle à la distance

du point considéré à la surface lilire, comptée parallèlement îi une rertaine

direction fixe qui se définit 2:rapliiquement.

Pérès (./•). — Sur certaines tr,in<^forriialions fonctionnelles (g^i-

94';-

Toutes les fonctions permutables avec ¥{x.y) sont données par la formule

de M. VnlteriH

"h {y — X) ^t-
I

\{l)<t>(t; X — V) dz
<-

la fonction «I> dépendant de F. L'auteur donne le moyen d'obtenir toutes les

fonctions <ï> i;énéralrices de tous les corps de fonctions permutables; elles

dépendent d'une fonction arbitraire _/(a7, y).

Pullignyide ). — Sur la qiiadiature approchée du cercle (9^1-

943)/

L'auteur indique^une construction qui donne — avec une erreur relative

inférieure à o,oooo5.

Brillouin {M.). — Milieux Ijiaxes. Pv.echerche des sources. Les

amplitudes (946-949)-

Dans sa Note précédente {voir plus haut) l'auteur a donné les équations aux

dérivées partielles auxquelles satisfont les amplitudes. Il montre ici que les

deux équations principales se ramènent, par une transformation très simple,

chacune à une équation de Laplace A<t> = o; la considération des intégrales

homogènes de celles-ci, que l'auteur oluient sous forme générale, permet de

trouver les amplitudes satisfaisant à toutes les conditions.

Boussinesq {J.)- — Uniformité de Fécoulemenl dans les sabliers :

le débit y paraît indépendant de la hauteur de charge (973-

977)-

La solution analytique du problème paraît excéder les moyens actuels d'inté-

gration des équations aux dérivées partielles; l'auteur se borne à des considé-

rations sur le mécanisme probable de l'écoulement et sur l'état de la masse

pendant cet écoulement. Un exemple met en évidence le contraste entre l'écou-

lement du sable par un orifice et celui d'un liquide.

Villat {H .). — Sur certaines équations de Ftedholni singulières

de première espèce (981-984).

L'auteur étudie deux équations de Fredholm réciproques, chacune donnant
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la solution de l'autre, dont les noyaux sont construits au moyen des fonc

lions X de la théorie des fonctions elliptiques, et qui sont analogues par leurs

propriétés à un système plus simple étudie par Poincaré. M. Fatou et l'auteur

lui-même. Ces équation* ont été rencontrées dans un problème de Physique

mathématique.

Jourdain ( PJiiUp E .-B.). — Dcmonslrâtion du lliéorème d^apivs

lequel tout ensemble peul être bien ordonné (984-986).

Cette Note est une addition à la précédente du même auteur (tio/rplus haut),

ayant pour but de la compléter sur quelques points de détail.

Cahen {E .). — Sur le.s séries de Diriclilet (98--989).

L'auteur démontre pour les séries de Dirichlet généralisées,

I
..... ,, ... V^ rt„

quelques-unes des propriétés importantes que I on connaît pour les séries ^ ^•

Boiissinesq iJ.). — Equations générales régissant les lents écoii-r

• lements des matières semi-fluides, soit plasti(^ies. soit pulvéru-

lentes (1016-1021).

En appelant N et T les pressions intérieures, le problème comporte neuf

inconnues, qui sont l«s projections de N et T et celles de la vitesse; celles-ci

sont d'ailleurs petites et les accélérations négligeables. On peut écrire facile-

ment les trois équations d'équilibre ordinaires, l'équation de continuité et enfin

l'équation (aractéristii|ue du semi-fluide. L'auteur montre comment on peut

former les quatre équations qui manquent en faisant inter\enir l'élasticité des

particules : on aboutit ainsi à des relations très simples qui sont précisément

celles qu'avait posées IJairé de Saint-Venant. L'auteur termine par l'étude des

conditions aii\ liniilt--; du problème.
K. G AU.

RKNDFCONTI DEL GIRCOLO MATEMATICO 1)1 P.\LI:RM0.

Tomo Will, 1904 ( '

)

M"" Partie : .Menwrie e Comunicazioni ).

Lo Monaco-Aptile (L.). — Sulla superficie Inogo dci «-onlalli

di i" oïdinc dellc superficie di un f'ascio con quelle di iiiia lolc,

gcnerali, e sue apjjlicazioni. (Sur la surlaee lieu des conlaels

(') V.iir Huit, lies Se. nuith.. I. \LII,,, p. ;t.S.
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(lu premier ordre des surfaces d'un faisceau avec celles d'un

réseau, généralih's, et ses ajiplicalions. ) ( i-ij. )

L'auteur coiislruit la surface eu question. S, et applique le résultat obtenu

au cas où le réseau et le faisceau sont du même or'dre et appartiennent à un

même système linéaire x' : S représente alors la jacobienne du système.

Dans une autre .Note du même Hecueil ('), il étudie de même le contact des

surfaces et des courbes gauches, en introduisant une notion analogue : celle de

la courbe gauche, lieu des contacts des surfaces de deux faisceaux.

Insolera (F.). — Figure elliltiche di equllibrio di un vélo piano

liquido ruotante. ( Figures elliptiques d'équilibre d un voile

plan liquide tournanl.) ( lO-^l- I

L'ellipsoïde, ligure d'équilibre relatif d'une masse fluide tournante dont les

cléments s'attirenl suivant la loi de Newton, admet deux cas-limites: le cylindre

et le disque plan; c'est ce dernier cas que l'auteur étudie. Il suppose que la

densité est une fonction linéaire du paramètre des ellipses homothétiques qui

sillonnent la masse, et quelle s'annule au contour. Il trouve ainsi qu'il existe

une valeur limite de la vitesse de rotation, au delà de laquelle l'équilibre n"est

plus possible: en deçà, il peut y avoir une position d'équilibre' au moins, trois

au .plus. Si la vitesse est très faible, il y a des figures qui se rapprochent de

celle d'une aiguille: enfin la forme circulaire est toujours possible, quelle que

soit la vitesse de rotation. Le travail se termine par un 'l'nbleau de résultats

numériques.

Poincarê (//.). — Cinquième complément à YAnalysis sitiis.

(45-1 lo.)

Dans le second complément à VAnalysis sitiis, li. Poincai'é avait établi que,

pour caractériser une variété au point de vue de la géométrie de situation, il

faut connaître, non seulement ses nombres de Betli, mais encore ses coefficients

de torsion. Pour une \ariélé simplement connexe, nombres de Belti et coeffi-

cients de torsion sont égaux à i. Or, on pouvait se demander si, réciproque-

ment, toute variété remplissant ces conditions est simplement connexe; en

fait, il n'en est rien, et le iVIémoire de H. Poincarê a précisément pour objet de

faire connaître une variété à trois dimensions pour laquelle cette réciproque

est en défaut.

Indiquons d'abord le procédé employé ])ar l'auteur pour décrire une variété \'

à trois dimensions. Il envisage, dans l'espace S. auquel elle appartient, une

famille de variétés à trois dimensions, dépendant d'un paramètre t, variant, par

exemple, entre o et i ; ces variétés déterminent sur la première une section ^^ (t)

à deux dimensions. Dans l'eveiiiple qu'il a en vue, W ( O se compose d'une seule

surface, qui est toujours fermée et bilatère, se réduit à un point pour < = o

et ^=I, et dont l'ordre de connexion croit de i ;i 2/)-t-i quand t varie

(
'

) loir ci-après.
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de o à -) et décroît de 2/) + 1 ;i i pour - < / < i ; d'ailleurs dans cet exemple,

p est égal à 2.

Or, pour le problème actuel, sur lequel on reviendra tout à l'heure, une
question préliminaire se pose : il s'agit de former toutes les homologies pos-

sibles de V: pour cela l'auteur forme toutes les équivalences possibles de V, et

il montre, à cet effet, que celles-ci se composent des équivalences relatives aux
deux variétés ouvertes Y et V" quon déduit de V en faisant varier successive-

ment / de o à - et de — à o. Et, pour étudier ces deu\ variétés, l'auteur se trouve

amené à édifier toute une théorie préliminaire qui repose essentiellement sur

la représentation des surfaces W(t) au moyen de polygones fuchsiens de
la première ou de la troisième famille, et dont les côtés sont les images de

cycles convenablement choisis de W (f) ; d'ailleurs un cycle quelconque aura

toujours pour image une courbe fermée, ou aboutissant à deux points con-

gruents du contour du polygone. Partant de là, l'auteur parvient à reconnaître

dans quels cas un (deux) cycle d'une surface est ( sont ) équivalent à un ( deux )

cj'cle ne se coupant pas lui-même (mutuellement) : ce qui lui permet d'assigner

les conditions que doivent réaliser les cycles dune surface \V( ^) pour que AV(0
engendre l'une des variétés V ou V".

Revenons maintenant au problème lui-même; H. Poincaré suppose que la

surface W I -
j > commune à V et V", peut être représentée par un polygone

de la troisième famille limitée par quatre cercles, dont trois sont intérieurs au

dernier;-ces cercles sont les images de cycles C,, C3 correspondant à \"
;
quant

aux cycles C^, C4 de V", l'auteur choisit leurs images sur le polygone de manière

à vérifier les conditions dont il était question tout à l'heure. Il est bien remar-

quable que ce choix puisse être fait de telle sorte que sur V il n'y ait que
deux cycles distincts C;, C( entre lesquels il n'existe que deux équivalences

(i) ACj+C^— 0,-1-0,= o et _2C,— C,-t-C.— C,= o.

Transformées en homologies, elles donnent

SCo-l-aC^'^o et — aC,— €4^0;

leur déterminant étant égal à —1, les nombres de Betti et les coefficients de

torsion sont égaux à i: pourtant, si l'on adjoint à (i) l'équivalence

— Cj H- C., — Cj -I- C4 = o,

on en déduira 5 C.^ = o, 3 C^ = o ; ce sont là les relations de structure du groupe
icosaédrique; par suite le groupe fondamental de V ne peut se réduire à la substi-

tution identique, et V n'est pas simplement connexe.

Palerno {F. P.). — Ln leorenia sulle projezioni ortogonali di

due -segmenti ieUanf;olari e la sua applicazione in geomelria

descrilliva. (Un lliéorème sur les projections ortlio<;onales de

deux segments reclangulaires, el son application en géométrie

descriptive.) (1 1 i-i iT).)

Application d'un théorème de gt-omélrie éU'nitntairc au tracé des épures des

poljèdrcs réguliers.
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\ iiali (G.). — Sui gruppi di punti. (Sur les ensembles ponc-

tuels.) (i 16-126.)

Après avoir rappelé la définition de lélendue d'un ensemble d'après C. Jordan,

et de la mesure d'après E. Borel, l'auteur introduit dans le même ordre d'idées

une délinition nouvelle. Sa théorie repose sur la notion A'étendue minimum
(minima estensione) qu'il avait déjà introduite, et qui est identique à celle de

mesure extérieure; elle utilise en ouljfe la notion nouvelle d'entrelacement

(allaciamento) de deux ensembles, ce qui lui permet d'établir que l'étendue

minimum de la somme de deux ensembles est égale à la somme des étendues

minima diminuée de l'entrelacement. Cela étant, un ensemble E appartenant à

l'intervalle (0,1) sera mesurable pour G. Vitali, si E et son complémentaire ont

un entrelacement nul. Une Note additionnelle affirme que les recherches de

l'auteur (1908), sont indépendantes de celles de H. Lebesgue (1901).

Alagna (R-)- — I gruppi abeliani, la cui base è formata di una

G di due sostituzioni generatricie, e la totalità dei loro sotto-

gruppi. (Les groupes abéliens dont la base est formée d'une ou

de deux substitutions génératrices, et la totalité de leurs sous-

groupes.) (12- -160.)

L'auteur énumére tous les suus-groupes d'un groupe aliélieu, par une inéthudr

directe, indépendante de celle des ca/'aciè/'es des groupes. Il se limite d'ailleurs

aux groupes dérivés d'une ou deux substitutions.

Lo Monaco-Aprile (L.). — Sopi^i alcuni probleini di coiilutlo

relativi a superiicie e a curve gobbe algebriche. (Sur qaek|ues

problèmes de contact relatifs aux surfaces et aux courbes

gauches algébriques.) (i64-i84-)

Voir, au début, la première Noie de l'auteur.

Trafelli {L.). — Sopra Tinversione délie integrali definiti. (Sur

l'inversion des intégrales définies.) (i85-ig8.)

Extension des formules d'inversion fie Sonine et de \ . Vollerra.

Caldarera [G. M.). — Le trasformazioni birazionali dello spazio

iuerenti ad una cubica sghemba. (Les transformations bira-

lionnelles de l'espace attachées à une cubique gauche.) (2o5-

217.)

La Note se rapporte aux transformations crémoniennes île l'espace pour les-

quelles la droite qui joint deux points correspondants s'appuie sur une cubique

gauche. La discussion, qui se limite aux circonstances les plus générales, se

subdivise en deux cas suivant que la transformation est involutive ou non.
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Baguera [G.). — Sopra il limite superiore del moduli» di iiiia

funzione intera di ordine finito. ( Sur la limite supérieure du

module d'une fonetion entière dordre fini.» ( 218-1^20. i

Extension d'uiTe forniuFe He majoration due a H. Poincai"é.

Bortolotli {£•) — Contributo alla leorla dei pmdotti infiniti

e dalle série a termini positivi. ( Contribution à la théorie des

produits infinis et des séries à termes positifs.) (224-255.)

n

L'auteur étudie l'allure asyiuptotique de l'expression 1 1 (i-Ha„). les a

r~l
étant réels: il compare, notamment, les deux symbolesn( „ .r H.r

[i^o(.r,-r- /•)] el e' '0

Sei'eri (/.). — Sui problemi delerminali ris(diil)ili colla riga e col

compasso. (Sur les problèmes déterminés résolubles avec la

règle cl le compas.) ( Extrail dUne lettre à I". Eniiques.) (206-

2 5ç). )

L'auteur élaldil que tout problème résoluble au moyen de la règle et du

compas peut être résolu au moyen de la régie et d'un arc de cercle, de centre

donné, tracé sur l'épure, c'est-à-dire, en définitive, au moyen d'un seul instru-

ment : la règle à bords parallèles.

Lchon (/f.) — .Sur le nombre des nombres |)rcmicrs i\c 1 à \.

(Présenté au Congrès des Sociétés savantes, le <> avril \ç)u\.)

(260-268.)

Lchon {E.). — .Sui- la somme des nonil)res |)rcmicr> rb- 1 à .\

.

(Présenté au Congrès ries Sociétés savantes, le 6 avril ujo/i.)

(269-272.)

L'auteur fait connaître deux formules <|ui fournisseni eaacteinent le nombre

et la somme des nombres premiers de 1 ii .\ : ces formules font intervenir les

restes de la division de \ par les nombres prcmiei-s successifs de i à ^ .N .

Pmclierle (S.). — liiscdiizionc ib iiiia classe di cipia/ioni iiinzio-

nali. (Résobilion <l une classe d équations ronclionnelles.

)
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Daas ce travail, S. Pincherle expose une mélhode qui permet de résoudre

toute équdtion fonctionnelle du type A{b) = a, où a est une fonction donnée,

b Tinconnue, et A un symbole opératoire distribulif et permutable à la déri-

vation : ces équations comprennent donc les équations différentielles linéaires,

les équations aux différences finies, linéaires et à coeflicients constants. Bornons-

nous au résultat suivant : Appliqué à x", le symbole A le transforme eu un

polynôme d'Appell,

j
A'ja:—^ -(-... -4- A'„;

si elle a un sens, l'expression

n—O

sera la fonction caractéristique de lopéralion; et si Ion pose

'^{x)= y. c«-^" ^^ ^'^—
Z_, /„

"

'

n=0 rt=0

l'équation A(a)) =9 aura pour solution

2TZI J^l^ X(t)

le chemin 4 étant convenablement choisi et les symboles appartenant à des

espaces fonctionnels pour lesquels les formules ont un sens.

Stuyvaert {M.). — Sur la courbe lieu des points de contact des

surfaces de deux faisceaux. (294-3oo.)

Application de la théorie des matrices à la solution de divers problèmes de

géométrie énumérative traités précédemment par C. Mineo.

Fubini [G.). — Sulle traiettorie di un problema dinamico. (Sur

les trajectoires d'un problème de dynamique.) (3oi-3io.)

L'auteur s'appuie sur des résultats de P. Painlevé et G. Kœnigs pour déter-

miner tous les problèmes de dynamique, à deux paramétres, et tels qu'il existe

un groupe transformant les trajectoires en elles-mêmes. 11 présente, en outre,

diverses remarques sur la résolution du problème général.

Orlando (L.). — Sulla deformazione del suolo elastico isotrope.

(Sur la déformation du sol élastique isotrope.) (3i i-Si^.)

Méthode rapide pour traiter la déformation d'un solide homogène, isotrope,

soustrait à l'action des forces de masse et limité par un milieu indéfini.

Bu/l. des Sciences mathëni., 2' série, t. XLIII. (Septembre 1919) R.7
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Dùii [U). — Sugli intégral! multipli in générale, e su quelli che

valgono per la rappresentazione analilica délie funzioni di più

variabili reali. (Sur les intégrales multiples en général, et sur

celles qui servent à la représentation analytique des fonctions

de plusieurs variables réelles.) (SiS-SSp.)

Dans ce travail, qui constitue un complément à son Ouvrage sur les séries de

Fouiier, lauteur étend aux intégrales multiples les formules de G. Darboux,

O. Bonnet et P. du Bois-Reymond ; et, passant aux coordonnées sphériques, il

applique ses résultats aux fonctions représentables sur la sphère par les fonc-

tions sphériques P„(9, 9; 6', '?')

'Stéplianos (C). — Sur une catégorie d'équations fonctionnelles.

(Communication faite au IIP Congrès international de Heidel-

berg.) (36o-362.)

La Note se rapporte aux fonctions F(jr.y) représenlables sous la forme

m

^ ?,(^)'l,(r)-

/ = 1
'

Pascal (E.). — Sul teorenia di Backlund nel piano. (Sur le

théorème de Backlund dans le plan.) (363-367-)

Démonstration dans le cas du plan du théorème de Backlund daprès lequel

il est impossible de construire une transformation qui conserve les contacts

d'ordre plus grand que i, sans conserver aussi les contacts du premier ordre.

Teclone (O.). — Sull' equilibrio di una piastra elastica, isotropa,

indefinita. (Sur Féquilibre d'une plaque élastique, isotrope,

indéfinie.) (368-385).

L'auteur s'appuie sur une formule d'inversion pour les intégrales triples, qu'il

déduit de formules dues à C. Neumann et Hankel, ainsi que sur la formule de

sommation) des fonctions de Bessel. Il traite ensuite le problème en suppo-

/ sant successivement que les données sont les déplacements, puis les etforts, et,

chacjue fois, par une double méthode.

René Garnier.



KKVUK OliS PUBLICATIONS. 67

A.N.NALI DI MATEMATICA PL RA ED APPLICATA.

Série III. Tome XX, igiB ( ' ).

Loria (Gino). — G.-L. Lagrange nella vita e nelle opère

[G.-L. Lagrange, sa vie et ses œuvres] (ix-lh).

Cette attachante étude de la pensée scientifique de Lagrange forme l'intro-

duction des deux volunnes des Annali (t. X\ et X\I), dédies à la mémoire de

Lagrange, à l'occasion du centenaire de sa mort.

Landau (Edmond). — Leber die zcrleguns" der Zahlen in zwei

Quadrale [Sur la décomposition des nombres en deux carrés]

(1-28).

L'auteur donne une nou%'elle démonstratif du tliéorème suivant de Sier-

pinski : en désignant par \( x) le nombre des solutions en m et f
(
entiers =0)

de

le quotient
\{ X) — ~x

reste borné. Il utilise une métliode de PfeilTer^ qu'il a mise au point et utilisée

dans d'autres recherches de théorie des nombres.

Le Mémoire débute par la démonstration d'un certain nombre de lemmes
relatifs à la fonction

?«.(«) = '
\^

dont le rapport avec la question traitée sera rendu manifeste par la formule

(qui constitue l'un de ces lemmes)

lim / / -i^^i^u) -s^iv) dudç = \{:

k étant le cercle m-h- t'-^ J7 {x différent d'un entier ;. ^L'auteur en déduit

pour m assez grand,

A ( X ) — -X
m in

4 > > / / COS 2a ~U COS ib~v du di- < CXi,

d'où, en intégrant entre les limites x et x^^= x -^ x , utilisant des limites

(') Voir Bull, des Se. math., t. \LIII. njif», 2' Partie, p. 5.
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supérieures convenables pour la somme double et remarquant que

:^A{x)<l Aa)d\<x'' \[x-hJ:''',

on déduit le résultat annoncé.

Abraham (Max). — Le equazioni di Lagrange nella nuova mec-

canica [Les écjuations de Lagrange dans la nouvelle mécanique]

(29-35).

La « nouvelle mécanique » qui réduit à n'être plus que de pi emières approxi-

mations la plupart des principes fondamentaux classiques conserve, au con-

traire, sans modilications essentielles, le principe de Hamilton et les équations

de Lagrange (' ).

M. M. Abraham déduit ici, des équations de Lagrange, les équations indi-

quées par Kinslein pour le mouvement d'un point, dans sa nouvelle théorie de

la gravitation. L'auteur écrit les équations de Lagrange en prenant pour fonc-

tion de Lagrange une fond ion L(v', c); v étant la vitesse et c, vitesse de la

lumière, étant une fonction de x, y, z, t, puisque, d'après l'hypothèse

d'Einstein, liée ou potentiel gravifique. 11 interprète les difl'érents termes qui

tigurent dans ces équations, écrit l'équation de l'énergie et retrouve, pour ^

L=— v/c-— i'^

les équations mêmes d'Einstein.

Appell {Paul). — Les équations du mouvement d'un fluide par-

fait déduites de la considération de l'énergie d'accélération

(37-42).

L'auteur montre comment on peut déduire les équations de l'H^'drodyna-

mique du principe essentiel qu'il a établi {Comptes rendus, t. 129, p. 817 ) et

dont je rappelle ici l'énoncé :

Dans un système à liaisons quelconques,_sans frottements, holonomes ou non,

soumis à des forces \, Y, Z dépendant du temps, des positions et des vitesses,

les composantes x"
,
y" , z" des accélérations ont, à un instant quelconque, les

valeurs qui rendent ininimum la fonction

2 [? ^"^ "^"^ ^ '"^ "" '^ ~
^
^"^"^ ^'^"^ ^^^^]

Pascal (Ernesto). — Sopra una classe di equazioni dillcrenziali

di grado n e di ordine n — i da considerarsi corne estenzioni

{') Voir, sur l'importance du principe de Ilamillun, comme fondement de la

nouvelle mécanique, l'intéressante Conférence de M. I.evi-Cività : Corne potrebbe

un conservatore giungere alla soglia délia nuova meccanica (Confercnza

tenuta al Seminario mat, délia R. Univ. di Koma, 1919).
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délie equazioni di Riccati [Sur une classe d'équations difleren-

tielles de degré n et d'ordre n — i à envisager comme extensions

des équations de Riccati] (43-48).

Ce sont les équations différentielles en z, déduite» des équations linéaires et

homogènes en j»', \)i>Y la transfornialion

y = 6'^

L'auteur en établit la forme générale, puis montre comment se généralisent,

pour ces équations, des propriétés de l'équation de Riccati : il obtient par

exenple une relation, entre 2/1 intégrales d'une de ces équations, qui fait inter-

venir les rapports anliarmoniques de ces intégrales.

Vivand ( G.). — Sul calcolo délie variazioni degli integrali mul-

tipli [Sur le calcul des variations des intégrales multiples]

(49-63).

Il s'agit d'abord de déterminer la forme que doit avoir une expression <I>,

contenant n-^i fonctions x- de n paramètres v^ et leurs dérivées, pour que

son intégrale «-uple ait une valeur indépendante du choix des paramètres.

L'auteur avait traité précédemment (' ) le cas où 4» contient seulement les déri-

vées premières des x-: il étend maintenant sa méthode au cas où 4» contient

aussi les dérivées secondes des x-.

Il forme ensuite l'équation différentielle dont dépend la résolution du pro-

blème de calcul des variations correspondant et recherche la condition pour

que, dans cette équation, manquent les dérivées quatrièmes des x-: l'équation

se réduit alors au second ordre.

Bàcklund [A.-V.). — Einiges iiber Kugelconiplexe [Sur les

complexes de sphères] (66-107).

L'auteur retrouve d'abord l'équation aux dérivées partielles des surfaces dont

les sphères principales d'un sj^stème appartiennent au complexe (équation dif-

férentielle du complexe; Lie) et montre que ses caractéristiques sont lignes de

courbure des surfaces intégrales ( Lie).

Il forme ensuite la condition pour que deux complexes différents soient en

involution, c'est-à-dire pour que les équations différentielles correspondantes

aient oc* surfaces intégrales communes. Si la détermination de l'un des com-

plexes, l'antre étant donné, est un problème aisé, il est plus difficile de les

déterminer par une relation

fix. y,z,W\ j:,, ^,, z„ R,) = o,

x, y, z, R; x,, r,, z^, R, étant les coordonnées du centre et les rayons de deux

sphères des complexes contenant l'élément x' , y', z' , />', q' . En nommant

F(^, _v. j. R) = o, G{x, y. z.W) =0

(>) Rend, di Palermo, t. XXXIII.
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les équations des complexes, il s'agit de déterminer F de façon que les équa-
tions aux dérivées partielles en G aient une solution. Sans insister sur l'étude

que fait M. Biicklund de ce problème, j'indique seulement qu'il retrouve, dans
un cas particulier, les résultats de Weingarien sur les surfaces dont les rayons
de courbiiie principaux sont lies par une relation

/(n„R,) = o.

Dans une seconde Partie de son Mémoire. 1 auteur établit la comlitioa pour
que les x' surfaces intégrales communes à deux complexes en involution fassent

partie d'un système orthogonal. Il l'applique aux complexes bomofocaux du
second degré.

Enriques {Federigo). — Intorno alla resoluzione razionale di-

una classe di equazioni algebriche fia quatlro variabili [Sur la

résolution rationnelle dune classe déquations algébriques entre

quatre variables] (109-1 1 l'i.

Soit/(.r,, Xj. x^, X,) =0 une équation algébrique, irréductible, de degré 2

en x^x^ et de degré n en x^x^. Pour que cette équation puisse être résolue

riitionnellemerit (les x- fonctions rationnelles de trois paramètres ). il suffit que
l'on puisse déterminer quatre fonctions rationnelles de deux variables .r,(v,, v^),

vériliant l'équation et telles que jJj et x^ ne soient pas liées par une relation

indépendante de t',, v^.

Hurwitz (A.). — Ueber die Tragheitsformen eines algebraischen

Moduls [Sur les formes dinertie d'un module algébrique]

(iiS-iSi").

Étant donné un module algébrique

M =(/„/„ ...,/J,

l'auteur nomme forme d'inertie de ce module une forme telle que les

modules M et

M'=(/„/, /„T)

coïncident, pour les formes dont le degré dépasse une certaine limite. Cette

condition est équivalente à la suivante : il existe un produit de puissances des

variables \^ de degié a tel que

.\.^T = o (.M).

La plus petite valeur de ti est l'ordre (Stufe) de T.

L'auteur étudie la piopriété de ces formes T, surtout dans le cas où les

formes /, sont générales (à coeflicients paramètres indépendants). Je cite

quelques-uns de ses résultats : Si le produit TT' est forme d'inertie de M, il en

est ainsi de Tan des facteurs. Si r<n {n, nombre des variables), le module M
est fermé.

Dans le cas où le module .M est défini par n formes générales à n variables,

il étiiblit une relation entre l'ordre et le degré d'une forme d'inertie de ce

module. Il montre comment les formes d'inertie du premier ordre s'expriment

à l'aide du déterminant fonctionnel des /, (qui est lui-même forme d'inertie
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du premier ordre ) et indique des formules analogues pour les formes d'inertie

d'ordre quelconque.

Se bornant, dans la dernière Partie de son Mémoire, aux formes d'inertie de

degré zéro, il retrouve le concept de résultante (Mertens) eten étiiblit les pro-

priétés connues.

Le^'i-Civilà (7'.). — Nuovo sistema canonico di elementi ellittici

[Nouveau système canonique d'éléments elliptiques] fioS-iôg).

On sait que, pour étudier, par la méthode de Lagrange, les perturbations

d'une planète P. il est commode d'effectuer sur les six variables x, y, z\

Pxy Py' P-. (coordonnées, projections de la quantité de mouvement) un change-

ment de variables canonique, les nouvelles variables étant, l'une exceptée, des

constantes du mouvement non troublé. Ces nouvelles variables définissent,

à chaque instant, l'orbite osculatrice.

Les changements de variables utilisés introduisent toujours, comme para-

mètre fixant la position sur l'orbite, l'anomalie mojenne ou la longitude

~ moyenne. Il est désirable, pour simplifier l'expression de la fonction perturba-

trice, d'introduire au contraire l'anomalie excentrique.

C'est l'avantage du système canonique proposé par .M. Le\i-Cività, qui ne

diffère essentiellement du système de Delaunay

L, G, e, /, g, f)

que par la substitution de l'anomalie excentrique u à l'anomalie moyenne.

L'auteur est conduit a ces nouvelles variables par une légère modilication de

la définition de l'orbite osculatrice à l'instant t : ce sera toujours l'orbite

décrite par P si, à partir de cet instant, on annule la fonction pertui batrice,

mais en modifiant de. plus la masse du corps central de façon que l'énergie qui

correspond aux divers mouvements osculateiirs soit constante : les orbites oscu-

lalrices seront donc isoénergétiques et non isodynamiques. Les nouvelles

variables s'introduisent alors comme il suit : l'intégrale complète S de l'équa-

tion de Jacobi du mouvement elliptique (') dépend {h étant considéré comme
constant) des paramétres G, 6 et A: (coefficient d'attraction du corps central).

En remplaçant k par une quantité proportionnelle U, les variables de M. Levi-

Cività sont :

(j, y, L . -T7 = ff. —7- = — 0, —- = u.
(Aj

"
(ib oU

Holder ( O.). — Neues Verfahren zur Herleitung der Differential-

gleichung fur das relative Extrenium eines Intégrais [Nouveau

procédé pour obtenir les équations de Textrémum relatif d'une

intégrale] (1-1-184).

Il s'agit de l'exlrémuiii de l'intégrale

,0

G{t. X, y, x', y'
) dt.

^/:

(') Cf. Poi\c.\RÉ, Leçons de Mécanique céleste, t. \. p. 6.î.
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les fondions x{t), y (t) vérifinnt la condition

H( t, X. y, x', y') = o.

L'auteur obtient les équalions différentielles du problème, sans utiliser la

méthode des multiplicateurs de Lagrange, en écrivant que ol est nul pour des

variaiions ôx et oy qu'il détermine effectivement de façon à satisfaire la con-

dition ôH = o. La méthode est intéressante, bien que plus longue et moins

rigoureuse que le procédé classique.

Lotentz (//.-A.). — Sur un théorème général de l'optique

(185-192).

L'auteur établit, pour des milieux réfringents quelconques, quelques résul-

tats déjà démontrés pour tes milieux isotropes ('). Il suffira, pour les rappeler

au lecteur, d'indiquer que la formule fondamentale est celle ( déjà connue pour

les milieux isotropes) qui exprime l'égalité

ô^-T ô-T

dx^ Ox^ iix.. dx^

T étant le temps que met la lumière à aller d'un point P, à un point P,, les

dérivées étant calculées par rapport à deux directions : l'une x^ tangente

à l'onde en P,, l'autre x-, tangente à l'onde en Pj.

Stâckel {Paul). — Ueber die Rektificalion algebrischer Kurven

[Sur la rectirication de courbes algébriques] (193-200).

Recherches à propos d'un énoncé d'Euler sur l'impossibilité de trouver une

courbe plane algébrique, représentée algébriquement avec le paramètre v, et

dont l'arc soit proportionnel au logarithme de i'.

Severi [Francesco). — Relazioni tra grintegrali semplici e gi'in-

tegrali mullipli di prima specie di una varietà algebrica [Relations

entre les intégrales simples et les intégrales multiples de pre-

mière espèce d'une variété algébrique] (201-21 5).

Quand on connaît, sur une surf;ice algébrique, deux intégrales simples de

première espère, on peut en déduire, rationnellement, une intégrale double de

première espèce bien déterminée.

L'auteur étend cet important résultat do Nœtlier en montrant comment on

peut construire rationnellement une intégrale S-uple de première espèce d'une

variété algébrique V, à k dimensions, quand on connaît * intégrales simples de

première espèce, indépendantes.

La méthode de iN'œther étant impraticable, sauf pour s = /:, l'auteur reprend

la question du d(''but, rattachant la théorie de Nœther à îles propriétés géomé-

triques des surfaces.

(') Cf. Stiiaube!., PliYsik. Z'.itschrift, ii)0!-i()o3, p. ii'|. On y trouvera aussi

des applications de ces résultats.
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Fubini {Guido). — Alcuni nuovi problemi di calcolo délie varia-

zioni con applicazioni alla teoria délie equazioni integro-difïe-

renziali [Quelques nouveaux problèmes de calcul des variations

avec applications à la théorie des équations intégro-différen-

tielles] (217-244)-

La première Partie de ce Mémoire est consacrée à l'étude de l'équation

tn f (x)

(i) f{x)=^\f 1 K(x,x^,x^)f{x,)f{x.,)dx,dx^,

dont l'auteur cherche une solution, pour une valeur de X à déterminer et sous

la condition

(2) / P{x)dx = -i.

Je dégage ici le principe de la méthode employée pour établir l'existence de

cette solution. On est conduit à (i) en cherchant l'extrémum de l'intégrale

\=
1 1 I

K {x^x^_X3) f (x^) f (x^) f {X3) dx^ dx^dxj,

avec la condition (2). Supposons donc connue une suite de fonctions m„ véri-

fiant (2) et donnant à l'intégrale I des valeurs de plus en plus voisines de sa

limite inférieure — d; il est assez naturel de remplacer cette suite par la

suite

^„('') = ;7 / / V^{xx^x.^) u„{x^) u^i^x^) dx^dx^_,

et il reste à montrer, comme le fait >LFubini, qu'on peut en extraire une suite

tendant vers la solution cherchée / X prenant la valeur — )•

L'auteur se pose ensuite deux problèmes du calcul des variations qui con-

duisent à des équations intégro-diUerentielles et les traite directement, sans se

servir de l'équation intégro-différenlielle correspondante.

Le premier de ces problèmes est relatif à l'extrémum de l'imégrale

l(u)= r r z,{u,u,U,l],x.\)dxd\,
•y •J Q

u étant une fonction inconnue de x, U la même fonction de X.

On trouvera posé le .second problème (et déduite l'équation intégro-différen-

tielle correspondante, analogue à l'équation deLaplace) dans les Leçons sur les

fonctions de lignes, de M. Volterra (p. 53). Pour le résoudre, M.Fubini emploie

une méthode analogue à celle qui lui a servi pour le problème de Dirichlet

(fiend. di Palermo, t. XXIII).

L'auteur dégage enfin, des recherches particulières précédentes, quelques

théorèmes généraux, susceptibles d'applications dans des recherches du même
ordre.
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Bola [Oskar). — Ueber zwei Eulei"'sche Aufgaben ans der Varia-

tions rechnung [Sur deux problèmes d'Euler de calcul des

variations] (245-255).

Il s'agit de ces problèmes dans lesquels on recherclie rextrémum d'une fonc-

tion de plusieurs intégrales; on sait qu'ils conduisent aux mêmes équations

difTérenlielles que le pi'obléme i,«opcri métrique de l'extrénium d'une de ces inté-

grales, les autres.ayant des valeurs fixes.

L'auteur traite \r\ les deux cas particuliers suivants : déterminer une

courbe C, joignant deux points fixes et telle que, si L est une auire courbe

donnée joignant les mêmes points, si I\{: est l'aire compiise entre C et L, si Je

est la longueur de C, on ait :

Premier problème :
-— maximum;

Deuxième problème : .le Kc minimum.
En utilisant la solution classique des problèmes isopérimétriques correspon-

dants, il obtient, de façon très élémentaire, les conditions de l'exlrémum /orf

(relatif) pour l'un ou l'autre de ces problèmes. Et la méthode n'est pas limitée

à ces cas particuliers.

J. Pi^.RÈS.

QUATERLY JOURNAL OF PURE AND APPLIED MATHEMATICS.

VoL XL, 1909 (»).

Voung [IV.-H.) and Grâce Cliisholm Young. — On dérivâtes

and the theorem of the niean [Sur les nombres dérivés et le

théorème de la moyenne] (1-26).

f {x) étant supposée finie ou quasi finie et continue dans l'intervalle

fermé a, b. et ;
: existant et étant fini; si, de plus, il n'v a pas de

distinction entre la droite et la gauche pour les nombres dérivés' de f {x);
alors : l'ensemble des points où f (x) a une dérivée est dense partout et a la

puissance du continu; la dérivée prend toute valeur entre sa borne supérieure

et sa borne inférieure dans tout intervalle fermé contenu dans a,b; les bornes

f(x') f (x")
de la dérivée sont les mêmes que celles de Hr-— dans tout intervalle

X — X
contenu dans a, 6; il y a une valeur

a -f- 6 ( 6 — « ) ( o < 9 < '
)

pour laquelle

(') Voir Hall, des Se. niat/t., t. XLII, 191X, 2° Partie, p i/|.

N. fJ. — Ekhatum : B. S. M., t. XLII, 2' série, seconde Partie, page l'i, ligne 9,

au lieu de : Tome XXWIII, 1907; lire : Tome XXXIX, 1908.
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en tout point où les nombres dérivés sont égaux et finis, ils ont les mêmes
nomlires dérivés. Généralisation des résultats précédents en remplaçant

f{b)~f{a) f(b)-r(a}
b— a P ¥{b) — ¥{a)'

Dickson (L.-E\). —- On the lasttheorem of Fermât (second paper)

[Sur le dernier théorème de Fermât (second Mémoire)] (2--45).

Rn transformant l'égalité u" -i- v" -\- w" = o en congruence (mod/j), où p est

un nombre premier de la forme mn -}-i. lauteur arrive à ce résultat que l'é(iua-

tion est impassible en nombres entiers dont aucun ne soit divisible par « pour

tout nombre premier n <1 7000, sauf, peut-être, pour n — 685';.

Maison (G.-A.). — A séries for the square of the hypergeometric

function [Une série pour le carré de la fonction hypergéo-

métrique] (46-5").

Cette série est

n =

X / ;;-?"' F n. - ( i — n } ; 1 — n — a: z-\
Jç, L 2 2 J

X F 3 H— n. 3 H— {n — \); l -t-- — n: z'-\ ^^—
-,

>

L ^(,-z-y
pourvu que

H(5)>o, R(v_^)>o ( R = partie réelle de.. . .

Autre formule :

e^?"'~'F(x, ?; y; j: f- — la même expression que plus haut,

mais lintégrale étant prise le long d'un contour partant d'un point P pris

sur 0.x infiniment voisin de ,r et à gauche, tournant autour de O dans le sens

positif et revenant en P sans envelopper les points .r =rir i. Cette nouvelle for-

mule est applicable, pourvu seulement que R
( y — ,S ) > o. •

Glaisher (J.-IV.). — On the number of partitions of a number

into a given number of parts [Sur le nombre de partitions dun
entier en un nombre donné de parties] (.5--i43 ).

Nombreuses formules tirées de la considération des dérivations littérales des

puissances d'une lettre par la méthode d'Arbogast. On considère le nombre G„ (x)

de partitions de x -{- n ta n parties; le nombre G^(x. af. ,3'', .. .) de partitions

de X ->- n en n parties dont p sont égales entre elles, q autres égales entre elles

mais difi"érentes des précédentes, etc.; le nombre G„{x. Ap, Bi, ...) défini de

la même façon, mais avec cette condition en plus que les p pi-emiéres parties

sont plus petites que les q secondes, etc. Ces quantités sont exprimées au moyen
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de X et des nombres n ^, n^^^, ..., n^^„, où «_= i quand i est divisible par n
et égale zéro dans le cas contraire. Le* calculs sont faits jusqu'à la valeur 9 de
l'indice n. On donne aussi des formules où s'introduisent les nombres de parti-

tions en n parties prises dans des nombres donnés.

Young (W.-H.) and Grâce Chisholm Voung. — And additional

note on dérivâtes and the theorem of the niean [Note addition-

nelle sur les- nombres dérivés et le théorème de la moyenne]
(i44-i45).

Chacun des rapports

/-(•g) IZifEl^ f-{x)
^

f^(x)
F'{x)' F+(a;)' F_(a;)' V+(x)

prend des valeurs < 7:;—7- 7——- et aussi des valeurs t que cette même- F ^b) — i^ {a) - ^

expression, en des points intérieurs à l'intervalle {a,b) (dans des conditions

définies dans le Mémoire précédent).

Voung {IV. -II.). — Note on a remainder form of Taylor's theorem

[Note sur une forme du reste dans le théorème de Taylor]

(i46-i53).

La formule de Schliimilch et Roche

/ ( a ^ h) = / (a) + hf (a) +. ..+ -^^ll^ /--'(a)

(n — v),n — i)!*'

s'applique dans les conditions suivantes : f{x) est finie et continue

pour a Ix ^ a -h h; les dérivés de / (x) jusqu'à la (/i — i)'*"« inclusivement le

sont pour a <^ x <i a -+- h; v est un entier positif < « -!- i.

On peut même supposer /(z) finie et continue seulement pour a<j:<a-)-/j,
pourvu que l'on écrive /{a-^/i — 0), au lieu de /(a-^h) et /(a-ho),

/'(a — o), ..../<"-'(« -t-o) au lieu de / (a), /'(a), ..., /(""''(a).

Jourdain {Philip.-E .-B.). — Note on an analogue of Gauss's

principle of least constraint [Note sur un principe analogue

à celui de moindre contrainte de Gauss] (iSS-ioy).

Ce principe est en quelque sorte intermédiaire entre celui de d'\lembert et

celui de «iauss. Il s'exprime par

^ m^(x"rZx'r-i-...) -^ (X,o,.r^-^...)

'1 — '1 «^ .. — '
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Young {W.-H.). — On Tavlor's theorem [Sur le théorème de

Tajlor] (157-167).

Pour que /(a) -^hf {a )-(-. .. ad inf. converge vers /{a -h h) pour ol/i<6,
il est nécessaire et suffisant :

I* Que /(«-+- A) et toutes ses dérivées existent dans cet intervalle;

2° Étant donné H (o < H < 6), l'expression \- ^-^p /'"^(« -^ /' ) est

bornée pour toutes les valeurs de n et de h telles que

n entier, o <^ n ^ p, o < /i ^ H,

p est un entier positif, négatif ou nul, fixé.

Dickson [L.-E.). — On commutalive linear groups [Sur les

groupes linéaires comnuUatifs] (167-196).

Exposition élémentaire des théorèmes fondamentaux sur les groupes de trans-

formations linéaires, homogènes, commutalives, dans un domaine quelconque.

L'auteur donne une démonstration élémentaire de la forme canonique de ces

transformations. Il donne quelques exemples où il relève des erreurs de détail

commises par les auteurs précédents. Le champ des variables est tout à fait

arbitraire.

Miller (G.-^.). — On the groups genei-ated bj two opera-

tors (5, , 52) satisfying the équation 5, 53= .v* s^^ [Sur les groupes

engendrés par deux opérateurs (5,, So) satisfaisant l'équation

5, 52 = 5? 5?] ( 197-209).

Le cas où l'un des nombres a, |î égale o ou i est immédiat. L'auteur examine

les cas

et analyse dans cliaque cas la constitution du groupe (en ajoutant des condi-

tions supplémentaires). Voici, par icxemple, le premier théorème obtenu :

« Si a = p =;: 2, si de plus les ordres de s, et de s^ sont égaux à 6 et l'ordre

de SiSj égal à 2, alors le groupe engendré est le produit direct du groupe

tétraédral et du groupe d'ordre 2. »

Basset [A.-B.). — A revision of the theorj of twisted curves and

of singular tangent planes to anautotomic surfaces [Révision de

la théorie des courbes gauches et des plans tangents singuliers

aux surfaces anautotomiques] (210-245).

Démonstrations simplifiées et rigoureuses des formules de [Salmon, Cayley,

Crémona. Ces formules, développements de celles de Pliicker, sont des relations
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entre le degré, la classe, le nombre fie points doubles, le nombre de plans dou-

blement osculateurs. etc.

BUrnside {W.). — On the groupe of tlie twentj-seven lines of a

cubic surface [Sur le groupe des vingt-sept droites d'une surface

du troisième ordre] (246-25o).

M. Burkliardt a.démontré que ce groupe, qui est d'ordre 5i8:}0, peut être

représenté comme un groupe de substitutions linéaires à coefficienls rationnels

sur six variables. L'auteur tx-ouve la forme de ces substitutions par un procédé
très simple, en considérant les 4^ triangles et les 36 double-assemblages de six

(deux séries de six droites telles que chaque droite en rencontre cinq de l'autre

série, (;leux droites d'une série ne rencontrant pas les mêmes cinq de l'autre).

Il montre de plus qu'on peut transformer ces substitutions de façon que leurs

coeflicienls soient non seulement rationnels, mais entiers.

Yoiing (IV.-II.).—^ Proof of the continuity and differentiability of

power séries b3' the method of monotone séquences [ Preuve de

\à continuité et de la differentiabilité des séries de puissances

par la méthode des suites monotones] (aSi-aS^).

Par cette mélliode, on évite la notion de convergence uniforme. Elle con-

siste à considéi-er a„-i- a,.r -h a, J7^-+-. . . comme-la limite commune des fonc-

tions

A„-i- A,.\ -f-.\,\--i-.... ao-+- A,X-^ ,\;X--i-.-. ., o„-t-a,j'-H A,\'-f-...

d'une part, et

— A„— A,X— A._,X'-'— «„ — A,X — A^X^— ..., aj-t-a,j" — A.X-'— ...

d'autre part (X constant > | J:|, A,= \a-\).

Ces suites sont monotones, c'est-à-dire que, dans la première, chaque fonction

est £ à la précédente, et dans la seconde, chaque fonction est^ à la précédente.

De plus, toutes ces fonctions sont continues; donc, etc.

Hichmond {/J.-JV.). — On atitotnoipliic ftinctions in relation to

te gênerai theory of algebraïc 'ctirvt'S [Sur les fonctions atito-

morphes dans leurs relations avec hi théorie générale des

coiiilx's algébriques] (258-2j'j).

I^siension à l'espace à plus de (leu\ dimensions des théorèmes de Poincaré et

lluinbert sur la représentation paramétrique des courbes algébiiques planes par
des fonctions aulumorphes. Applications au tli(''*»rème de riiemann-t{och et aux
formules de Piuckcr.
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Glaisher [J.-W.-L.). — Formulée for partitions into given élé-

ments flerived from Svlvester's theorem [Formules pour les

partitions en éléments donnés déduites du théorème de Svl-

vester] ( 2; 5-3 48).

Le théorème de Sylvester est que le nombre de partitions dun entier x en

parties prises parmi les entiers a, b, c, les répétitions étant permises, est

égal à -W^ étendue à tous les diviseurs q de a. b. c, .... en désignant par \V

le coefficient de - dans le développement de > :

i ^^ .1^ (i — o-"e "') (1 — p-'' e-'"j...

étendue à toutes les racines primitives p de ti— i = o.

Le Mémoire de l'auteur a pour but le calcul de ces expressions W
,
principa-

lement pour ^^6 et en particulier daûs le cas où a. b. c. ... forment la suite

des entiers positifs."

Dickson (L.-E.). — Combinants [Combinants] (349-366).

Il sagit des combinants dun système de formes de même degré, les coef-

ficients étant pris dans un champ quelconque. Nombre de ces combinants linéai-

rement indépendants. Cas des formes quadratiques, binaires ou ternaires. Con-
ditions déquivalence de deux systèmes de deux formes.

Miller [G. -A.). — Note on tlie groups generated by operators

transforming each other into their inverses [Note sur les groupes

engendrés par des opérateurs se transformant l'un Taiitre en

leurs inverses] (366-367 ).

Si n opérateurs t^, t.^ f„. dont deux quelconques ne sont pas échangeables,

sont tels que les ni n — i ) équations

soient satisfaites, alors n = 2 ou 3. Le groupe engendré est soit le groupe des

quaternions, soit le groupe hamillonien d'ordre 16.

JJ hippie [F.-J.-U .). — On Lagranges and other theorems and

on the solution of équations bv logarithmic séries [Sur le théo-

rème de Lagrange et autres, et sur la solution des équations par

des séries logarithmiques] (368-373).

Si a est la racine de plus petit module de •l(z) = o et s\ f{z) est une fonc-

tion régulière, on a

/(a) — /(o) = le coefficient de -

dans le développement de
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pourvu que ce développement soit valable pour certaines valeurs de z. Exten-

sion au cas où /(z) a des pôles. Extension à d'autres racines de '^ que celle de

plus petit module. Exemples.

Young {IV.-H.). — On séquences of asjmmetricalj continuons

functions [Sur les suites de fonctions asjmétriquement con-

tinues] (374-38o).

Dans un article du Messenger of Matliematics, t. XXXVII, p. 49, l'auteur

avait, à propos du théorème de Baire : « La fonction limite d'une série de fonc-

tions continues est une fonction ponctuellement discontinue surtout ensemble

parfait », avancé qu'on pouvait remplacer dans l'énoncé le mot « continues »

par l'expression n continues d'un coté au moins ». Il montre ici qu'il s'est

trompé en général et que sa remarque ne vaut que si l'on ajoute que l'ensemble

est parfait des deux côtés (les points limites doivent être limites des deux
côtés). Extension aux fonctions de plusieurs variables.

Dixon (A.-C). — An elementarj discussion of Schlaffli's double

six [Discussion élémentaire du double assemblage de six de

Schlaffli] (381-384).

L'auteur démontre les propriétés de cet assemblage par une méthode élémen-

taire, entre autres le théorème suivant, : « Soient a, b, c, d, e, f les

droites de l'un des systèmes; i, 2, 3. 4? t. 6 celles de l'autre; a rencon-

trant 2, 3, 4, 5, 6; b rencontrant i, 3, 4ï 3, 6, .... » Appelons a^ le point

d'intersection de a et de 2, .... Alors, les quatre couples de plans menés paré
et «3, è et c,; par b et «,, b et rf^; par b et Oj, 6 et e^i pa"" * et a^, b et /„ sont

en involution. Il y a 60 de ces involutions. Comme conséquence,

E. Cahea.
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VTTI DEL K. ISTITUTO \ ENETO DI SCIENZE, LETTEUE ED AKTI.

Tome LXVIll. 1909-1909 P j.

Fmaro (A.). — [^ ~] Ainici e coirispoiidenli di Galilcu Galilei :

XXII. Michèle Coi^nel [Amis et correspondants de Gald<'-e :

XXII. Michel Coiiinel
I

( 1-161).

Luri ( A. . [ ^ ~| L'*' diinensmui più opporUine dei locchetti

<li autoinduzione senza ferro perotteuero fenonienl di risontinza

elletlromajinetica
|
l.cs dimensions les plus convenables des

bobines dauloinduction sans fer pour oblenir des phénomèni'-

de résonance électromagnétique] ( 1^-22).

Cisotti [Cl. — (l^'-| Esple^^^lonc del prodtjllo vettoriale in

coordinate generali [Expression du produit vectoriel en coor-

données générales] ( 33-3- ).

liosati (C). — [Mi^c l'ef. Qt2] Sagll >[>azi norniali dclle

varielà algebriche [Sur les espaces normaux de.>\ariélé5 algé-

briques] ( ~o-S\ ).

Étant Vif une surface normale en S_, ii courbes seclions de genre p. i la

déficience et i l'indice de spécialité de la «érie caractéristique du système

linéaire constitué par les sections liypcrplancï, le ihéorénie de l>icmann-l>o< li

donne
/• = (/ — I —

{ p ~ ' -^ ^ '

L'auleur trouve une formule analogue pour la diiiitii>i<>ii de 1 tîpaLc noinial

d'une variété de A" dimensions. La délicience ô de la séiie déleiniinée par les

livperplans sur les courbes sections est la somme de /. — i déliciences. doiil, si

l'une est nulle, le sont aussi les précédentes.

Dans le Tome lAIX (p. î-ij). il y a une autre Noie ihi même auteur, oii il

démontre que les déficiences s,, s... .s^, ... des systèmes déterminés par un sys-

tème linéaire el par les svslcmes caractéristiques successifs satisfont aux

inégalités
s, - s.. - s . _ ...

Severi (F.). — [Mj8] Ee su|)eilicle algebriche cou ciirNa cano-

nica d'ordine zéro [Les ?ur(aces algébri(jues à courbe canonique

d'ordre zéro] ( 2 49-^'>o 1.

(> Voir liuU. des Se. inalh.. t. \LII, i<,i^. j' Parti-. [.. ^7.

Bull, des Sciences inalhém., 2' série, t. \L1IL (Octobre njiy.) R.S
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Les modules de ces surfaces sont au nombre de 19. Ces surfaces sont dislri-

liuécs cil fuiiiitlcs biralionnellemcnl irn'ductibles enlre elles, suivant le genre

MtininMMii des courlies tracées sur elles.

Uoggio {T.). — [H lOJ Supra una Irastorinazione <lelli tunzione

poliarmoniche [Sur une transformation des fonctions polvhar-

nioniques] (oop-Si '!)•

Une Iransforiualion par ravoiis vecteurs réciproques transforme en elle-nième

réqualinn

Sece/i/n iC). l'^lj Sopra aletine proprietà comuni a piii

série <li fiiiiziom di iiso frequeitle nelT anallsi [Sur certaines

propriétés coniiiuines à plusieurs séi'ies de fondions fl'un usage

fréquent dans lanalvse] ( 33--35o ).

Conséquences d'un lliéorème de M. Steklofl" [Mém. de l'Acad. Inip. de ,'iaint-

Petershottr^. S' séiie (classe de Sciences), vol. XV].

Cisotli [U. ). —
I
A^l Sui cainpi elettronia^netiei puri, siinme-

trici rispelto ad un asse [Sur les champs magnétiques purs,

SA inélri(pies par rapport à un axe
|

( 36i-3{j4 )•

l>ans un cli;imp ('leclroniagnétifjue pur. l'éleclricité est supposée se mouvoir

sans inlrDmission de matière pondérable (voirld Note de M. Levi-Civita dans

II" Tome l-XMI, iijo-j-igoS, p. 91J • )- »' de liens cinématiques entre les charges.

Analv li(iuenient, ils sont déterminés par un système dillérenliel c<jmplet.- Des

îolulions ont été données par .M. Levi-Civita (coir .Note citée et aussi Comptes
rendus, nj août lyo-, p. ^i-; et Rend, dei Lincei, lyoy, i" semestre, p. 83);

[,ar .M''' CalFaratti {.\uo\o Ciniento, mai 1908, p. .3%) et par M. Cisotti même
{.\uO\'0 C</«c/i<o, jan\ ici'-février 1909).

Ici l'auteur donne deux auties catégories île solutions correspondant a des

mouvements permanent? s\mi'iriques par rapport à un axe.

lJog}^io( l'.K |IIU// j| ^ulle ^oluzioni comuni a due etpia-

zioni lincaii a derivate jjarziali [Sur les solutions commune^

à deux (-(piations linéaires aux déri\ées partielles] (Syo-.ioC) ).

\|>plii'atiiin tic la formule donnée par M. d'Arcais i voir ces Alti . I. LWII.
p. iiji) pour les é<juaLions dillérentielles ordinaires. L'auteur avait déjà traité

Il question des solutions communes dans les Aniiali di .Mateniatica (o' série,

I. M!!. 19...]).

Levi-Ci\i(a {T.)- — [l Ot/] Sidle forma dell* anello di Salurno

[Stir la forme di.- l'anneau de Salurnrj (
.'),')--.)83

j.
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Ktant C la directrice et t les seclions nornuiles à la direclnce, l'auleur

i-luiJie le cas où C n'est pas un cercle. La forme de C est déterminée par un

système d"é|ualions analogues à celles de l'équilibre d'un fil flexible et inex-

tensible, et qui. en dehors des solutions correspondant à une directrice circu-^

laire, ont d'autres solutions en nombre infini, entre lesquelles est comprise

une double infinité de courbes planes. Celles que l'auteur étudie pailiculièn-

ment sont les configurations peu difTériMites du cercle.

Laiice ( /. ). — jPic] SiiUf liiisfoi-mazioni rroiiionianc [Sur les

li'ansforniations de Crénioiia] (
7'» i-7->(J)-

Formules permettant de déterminer tous le^ s\ sternes homoloïdiques

d'ordre n, en connaissant ceux désordres a. .'5, ..., n — \. Ces systèmes peuvent

se construire au moyen de la surface d<- \eronèse.

Dell' Agnola (C .-A .). — |l)l«j Le fmizioiii (lisronliiiiie c il

leorenia di Baire
[
Les (oiirtioiis diseontiimes el le théorème de

Baire] (
~^^)-~'^'^ ••

Nouvelle démonstration de ce lliéorème fBAini:. Leçons sur les fondions

discontinues, Paris, Gaulhier-Villars, igoô).

Une fonction f (,x) définie dans l'inteivalle (a.b). ponctuellement discon-

tinue dans tout ensemble parfait, est de classe i (c'est-à-dire qu'elle peut se

considc'icr comme limite d'imo succession de fondions continues).

Seve/i (-/'•)• — [MoS] Lno s<;uaido d'insienie alla geoiiietrla

sopra una superficie al^ebrica [Coup d'oeil 'd'ensemble sur la

géométrie sur une surface algéi)rique] (829-888).

Nouveau moyen d'introduire la notion de genre ariihmétique et d'en déduire

le théorème de lîiemanalîoili .

Caldarera (/'•)• — [RlrtJ Dei moti di punli materiali aveuli

iiccelerazioni tangenziali in ragioue costante cogli spazi percorsi

[Sur les mouvements de points matériels dont l'âecélération

taugentielle a nu rapport constant avec l'espace parcouru]

(883-8(,(3).

Tome 1,\1\; igocj-iCjU^.

Dell'Agnola (C.-A.). — l'^l) Siilla convergcuza uuilonue di

uua successione di funzidui cDUliuue [Sur la convergence uni-

forme d'une succession de (onclions continues] ( ir)i-i5()).

J^a condition nécessaire et suffisante pour la convergence uniforme est que
l'oseillalion de la succession s^oii identiquement nulle dans l'intervalle donné.
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Vi/crhi (A .). — [UIO] Alciine formule relative aile Iraieltorie

orlogonali di iina famiglia di superficie edapplicazione di esse allô

,sindio délie superficie di livello terrestri [Quelques formules

relatives aux irajectoires orthogonales d'une famille de surfaces

et leur application à l'élude des surfaces de niveau sur la Terre]

( 1 (h-i S I ).

D'Arcais (F.). - [-ï-] Sopra due problemi di calcolo délie pro-

babilità [Sur deux problèmes de calcul des probabilités]

( 37 1-290 ).

Premier prolilènie (de iMoivre) : Prolmliililé d'un joueur d'en ruiner un

autre. Solution donnée en déterminant les constantes sans les poser toutes,

moins deux, égales à zéro comme fait Moivre. Extension au cas de plusieurs

joueurs.

Second proliième (de Rouché) : valeur probable du nombre de parties jouées

jusqu'à la ruine de l'un des joueurs.

f>es solutions sont ulUenues en appliquant la mélliode des fomtions caracté-

ristiques de r.apbice. >

Levi- Ci\i((t { T. ). [A-^'J Sul leoreuui di esislenza délie fun-

zidiii implicite [Sur le théorème d'existence des fonctions impli-

cites] ( '?.(:)^-?>o).\.

Démonstration par approximations successives. (|ui donne aussi le moyen de

construire pratiquement ces fonctions.

Favaro {A.). — |^ ~| Viuici e correspondenti di Galileo Galilei :

Wl^ . Mariiio ( iliclaldi [Amis et correspondanis de (îalilée :

XXT^^ Alarino Clirlaldi] (SoS-.Ha/,).

.SVt7'/7 (
/'. j. l'^'H •^"' mct-odi) di Ma)(!i [n'v rmlcgrazionc

dcllc equazioni liiieari ai diflferenziali lolali [Sur la mélhode de

jNFavcr ])our rintégralion des équalious lin»''aiies aux dilTéren-

liclles totales
I

( \\Ç)-\'y,W).

DiMiionstralion dillV-rciite de celle de Maver, et préférable au point de vue

didactique, qui nMiiit la question à celle de l'existence des intégrales d'un sys-

tème ri'(-(|nalioii'; différenl ielles ordinaires. Inlei-piétal ion gé'onu'lrique.

(isotli (fJ.). — [Sâ^aj Siil molo pcrmauciilc d'un solido in un

lluido iiidefinilo [Sur le mmivcmcnl pciiinnunl diin solide dans

iiu lliiidr indé'lini
| (

\'>.--\ f) ).
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i;i;iiii II la résultante et .M le moment résultant dés actions exercées par le

tliiide sur le solide doue d'un mouvement hélicoïdal, les résislanccx directes,

c'est-à-dire les composantes de R et M suivant l'axe du mouvement, sont tou-

jours nulles. Pour les actions ciéviatrices (les composantes de H et M suivant

un plan normal à l'axe du mouvement), si le mouvement subordonné du liquide

est iriotationnel, leur résultante et leur moment résultant tendent à déplacer

l'axe parallèle^pcnt à lui-même et à le faire tourner autour d'une directinti

qui lui est normale. Pour une sphère, les actions «lévialj'ires sont nulles.

Sibirani {F.).-— [Bl réf. H 10] Un delerminantc affine a qiu'lln

di ^ andeiMiionde [Sur un déterminant analogue à eehii de ^ an-

dermonde] ( 447-1^ ' '

Bosati (C). — jMoSJ Intorno alla snvrabbondanza di un sis-

tema lineare di ciirve appartenente ad una superficie algebrica

[Sur la suralîondance d'un système linéaire de courlies appar-

tenant à une surface algébrique] ( \t'>.C)-')\\ i.

La surabondance d'un système linéaire
| C |

est égale à la déficience de la série

que le système adjoint à un multiple de
j
C ] détermine sur une courbe du mul-

tiple immédiatement supérieur, ou à celle de la série que le système adjoint

à un multiple de ICI détermine sur une courbe de l'adjoint au multiple immé-
diatement inl'érieur. L'indice de spécialité de la première série surpasse d iinr

unité la dimensiim de
|
C. |, celui de la seconde est égal à celui de

|
C |.

Sineialdi (/'-j- — [ ^ "^j Alcune costruzioni grafielie relative

aile travi rettilinee perfettamente incaslrate agli estremi [Quel-

ques constructions graphiques relatives aux poutres rectilignes

parfaitement encaslrées aux bouts] ( 63~-683. une planche).

Hurali-Forli (C). — [Oo//i réf. B 12] SuUa rappresenlazione

sferica di Gauss [Sur la représentation sphérique de Gaussj

(693-7 33 j.

Applications du calcul vectoriel.

l'cniiacchielli [G .). — [R,8ya] SuUe foruie pii'i semplici degli

integrali délie equazioni difi'erenziali del motodi un pnntoniate-

riale [Sur les formes les plus simples des intégrales des équa-

tions diflerentielles du mouvement d'un point matériel
|

(7:^5--3o).

lAeclierciie de tous les problèmes de mouvement d'un point soumis à une force

ayant un potentiel, et admettant deux intégrales linéaires par rapport aux

composantes de la vitesse.
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Lori (/'.)• —/ [T7c] Alcuni problemi -relalivi ai circiiiti con

forze elettromolrici alternate [Sur certains problèmes relatifs

aux circuits à forces électromolrices alternées] ( -3i--35V

Coinessatti (^A.). — [^^i-] Delerniinazione dei i;ru|>|»i di r-\-\

punti conimunl ad / -h i série lineaii g'^ [Détefniination des

groupes de /• -f- 1 points, comniuns à /• -H i séries linéaires g''A

(871-8S1).

Boggio ( T.). — [S 2/' a réf. B12| .Sid moto permanente di un

solide in \\x\ flnidd indefinito
|
Sur le mouvement |)ermant'nt d'un

solide dans un lluide indéfini
|

( (S(S3-8ç) i ).

Application de l'analyse vectorielle au calcul de la résistance opposée par le

lluide.

I*(isini iyC .). — |l lOJ SuUa deleiniinazione delT errore ango-

lare di chiusura di una poligonale topografica |Sur la détermi-

nation de l'erreur angulaire de fermeture d'un |)olvgone

lopograj^hifpie
I

( ()if)-p3 i . une planclic ).

liordiga {G.). — [MoBca] Le superficie razionali di >eslo

ordine che passano doppiamente per gli spigoli di un leiraedro

I

Sur les surfaces rationnelles du sixième ordre passant douhle-

menl pai- les arêtes d'un tétraèdre] ( io?.--io'j:"). une |ilanche ).

liicci (6.). - l^-J r^''l cdueelto di ^uccessione in relazione col

leorema fondamentale del calcolo intégrale [Sur la notion de

succession, en relation avec le théorème fondamental du calcul

intégral'] ( 10.55-1060 ).

Dell Agiinld iC.-.l.).
I

L^ '
J

Dellf \ai"ie specie <li convei-

genza undoinu- [Sur les différenlcs espèces de convergence uni-

Iniinc
I

( I U(S.)-i 1 {}:i).

Ih'Il'A gnola ( C .-.i . ). [l^'j Sulir luiizioni eguahuente con-

iiiiuc [Siiilcs fduciinns également continues] (iioS-iioc)).

U(j7) csl une fonction que lauleur délinil 1 oinnu- la limite inféiienre de la

plus piratidc entre les limites de la succession

'1, i '. r ) !'>.,( ^. t ),
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w„(a7, 3) étant l'osi illaliou de/,, ( x; dans le doniaiiie ( .r — î. a; + ï) du point j;

quelconque de lintervalle (a,b). (".cla posé, la condition pour [iic les fonctions

de la succession

/,'(^i) fjx)

soient iiniforincnient continues dans {a,b) est (|ii'il soil

il(x) =0.

Viterbi ( A . ). — [L6<'/| Su uuu classe s|je(;lal<' di loiiiu^ i\v\\'

anello di Salunio [Sur une classe spéciale de Inrnicsde 1 aiiiieau

de Saturne] ( 1 i •i\)-\ 1 if) )•

Voir la Note de M. Levi-Civita à la paye bb- de ce lome. M. \ iterbi trou\e

d'autres solutions à directrices peu diderenfes du cercle, non situées dans un

plan normal à l'axe de rotation, mais dans un plan passant par cet axe et qui

tourne uniformément^

A nloniazzi {A.). —
|
L |

foslziiuie del nuclei) e direzione délia

coda délia comela di Halley nell' attuale sua appanzione, osser-

vale alla specola di Padova [Pusilion du noyau et direction de la

queue de la comète de Halley dans son apparition actuelle,

observées à l'Observatoire de PadoueJ (1

2

j 3-1247, «n tableau).

Tome I.W. iyio-191 1 .

Cisotti ( U. ). — [S'a] Intégrale i;enerale dei piccoli nioti ondosi

di tipo permanente in canali molto profondi [Intégrale générale

des petits mouvements onduleux de type permanent en des

canaux très profonds] (oo-ij >•

Sillet (L. ). — [Pi 46] Sopra alcuiie delenninazioui relatixe ail

equilibrio dei fili 5.ulle superficie [Sur certaines déterminations

relatives à l'équilibre des (ils sur les surfaces[ (249-256).

Antoniazzi {A. 1. — |L] Il \alore inedio délie paialla>-f >olari'

risultaute délie osservazioui dei passaggi del piancla <- Eros »

, latte air equatoriale Dembowski i obb. iS;""'" ) dell" Osservatorio

ili Padova da 23 otlobre ujou a i3 febbraio igoi [La valeur

movenne de la parallaxe solaire résuhanl des observations des

passages delà planète w Eros » faites à l'équatorial Dembowski



8s SI'XUN Dli PAU I lE.

( objeclil (le i8-'""') de TObservaloire de l*;Ml()iie. du 2.) )»c-

lobre lyooau i;') février 1901] ( 3()g-33(3 ).

Celle valeur est H'^-t)'} ±0" ,o'i!i.

Se\-efi {F.). — [M,l2, 1VL8] Alcuue relazioui di equivalenza tra

i;Tujj[)i di [junti d una eurva algebrica o tra curve di una siiper-

lieie [(Quelques relations d'éqiiivalenee entre groupes de points

d'une eourbe algébrique ou entre eourbes d'une surface]

(373-,382).

Deux courbes qui délerminenl des groupes «.-qui va lents sur les courbes G il" un

svslème continu quelconque }i, nicnie diflerent d'un faisceau, sont équivalentes

ou bien elles dilTérenl par des courbes fomlaiiientales de 1.

ICxlension aux variétés fies espaces supérieurs.

l>eiL Annula {L.-A.). — [I^ M Sulle suete^slonl uniluiiue-

niente convergenti [Sur les successions uniformément conver-

gentes] (383-391).

OUko (.1/.). — [Rort] Sui poleiiziali di senqjlice e di doppm
strato in pro'ssimità dell' agenle [Sur les |)Olentiels de simple cl

de double coucKe dans le voisinage de lagent
]

( 5 19-546).

Itnssi (L.-V.).
I

^ «^
I

Esleiisiinelrd nioll i|)li(al()i-e |»rr <(i8l ru-

zioni melallnhe [Evlensiuièlre midlipiu aleiii- pour conslinc-

li(Ui> ni<''lalli(pies] (^
'),')--,')()

^ t.

i /ifo/iKfZ Zi ( ./.). — |L
]

( .eiiiii si(»iici h(»pra Torhila dtd pianela

(, 3fi3 ) l*adova. Eleuienti ed eUemende per l'alluale sua oppnsi-

zione
|
Noiice historique Mir I « m bile de la plaiièle(303) Padiiuc.

Elémenls et é[»liéiH(''ride p(uir xui (i|)poMli(iu iuliielb'
|

' (ioUr, H") ..

/cna/o (.1.1. — |\ 7] \iiii( I (• corrispondenti di Galileo (lalilei:

\\\. Touiuiaso Segelli
|
Vniis et eorrespondanls di- (labléf :

\\\ . Thonias Segetb] {(')\--(h)\ 1.

/'iif/ind (E.). '- |T3] 11 lotoiuelro Ziillnci-W uller applualu

allô >ludit) del euneo (kd folomeiro regislralorc Millier [Le plm-

louièlre Zollner-\V(dler appliqué à relude du coin du pholo-

luèlre registraleur Millier] (^(3-5-691).
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Crudefi (U.). — [S2ea] Sul inovimcnto Lraslalorio di un solido

di rivoluzinne in un fluido viscoso [Sur le mouvement de trans-

lation d'un solide de rotation dans un fluide visqueux] (ii3i-

1139).

Tonolo (A.). — [H9r/] Sull' esistenza di soluzioni fondanicn-

lali di una equazione aile derivate parziali del tipo ellittico
|
Sur

l'existence de solutions fondamentales dune équation aux déri-

vées partielles du type elliptique] (1 16--1 176).

Une tiroile étant donnée, il y a de-; si.lulions de la forme

A l(i2;-"-i-B

pour l'équation

au , (lu Ou
\-u + a — -\- b —- -f-c — ~ d — i).

()x ôy Oz

les coefficienls étant Iiolomorphes dans le voisinage de la droite, et A, B étant

liolomorplies dans le inèine voisinage et, de plus, sur la droite, que l'on a sup-

posé être l'dxe des ^, étant

A=-a(..),

où [j. est une fonction holoinorphe représentant la densité linéaire.

Favaro {A.). — [^ ~i -^^^^ rieerca délie originl del inotto :

« Eppursi muove » [A la rechercKe des origines du mot«Eppur

si muove »] (1219-1202).

Viterbi {A.). — [U6fl^J SuUe directrici piane dell' anello di

Saturno [Sur les directrices planes de Tanneau de Saturne]

(i3ii-i333).

Travail se rattacliânt à celui de M. Levi-Civita {\o'\t cts Atli. t. LWIII,

p. 557). Les courbes pouvant servir comme directrices doivent satisfaire à

l'équation

étant

avec )., /i constantes arbitraires et )w > o. M. Levi-Civita étudie le cas oii les

courbes en question ont une forme peu différente du cercle; l'auteur traite la

question en général en déterminant les solutions et les conditions pour \ et h

alin que la courbe soit fermée. Il se fonde sur un lliéorcme de Weierstrass.

Rull. des Sciences mathém., 2' série, t. \L11L (Novembre 1919.) K.p
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Lore/izoni (G.)- — [U] Lo strumento universale ail' Osserva-

torio aslronomico di Padova [L'instrument universel à l'Obser-

vatoire astronomique de Padoue] (i 343-1 365).

Si/va (G.). — [L] Lo strumento universale « Bamherg » del

Gabinetto di Geodesia délia R. Università di Padova, studiato

nelle sue parti e usato per una delerminazione di latitudine col

metodo délie distanze zenitali meridiane [L'instrument universel

« Bamberg » du laboratoire de Géodésie de ILniversité royale

de Padoue, étudié dans ses parties et employé pour une déter-

mination de latitude par la méthode des distances zénithales méri-

diennes] ( I 3()j-i 443 ).

Tome LXXI; ujii-rgiï.

/ùiicifo (A.). —
I
^ "J Amici e corri>pundenti di Galileo Galilei :

XX^ L Giovanni Wedderburn. — XXVIL Riccardo White. —

>

XX\III. Riccardo Willongby [Amis et correspondants de

Galilée : XXM. Jean Wedderburn. — XXML Richard White.

-XXVIII. Richard Willongbj] (1-29).

Fcnaro \A.). — |^ 7] Lettera inedita di Ugo Grozio a Lorenzo

Realio, concernente la proposta di Galileo agli slati Generali

délie Provincic Unité dei Paesi-Bassi perla determinazione délie

longiludini [Lettre inédite de Hugues Grotius à Laurent

Réalius, concernant le projet de Galilée aux Etats généraux des

Provinces unies des Pays-Bas pour la détermination des longi-

tudes] (3 i-38).

Soler {E .). —
| ^^^M Sulle espressioni (h-Ua gravita pcr lalune

supcr(i( le (li rolazione [Sur les expressions de la gravité pour

certaines Mirface^ de rotation] (^i33-i44)-

Cisofti ( L .). — [S!2ej.| Osscrvazioni sul moto [)ermanente di

una s1era in im li(juido indriinilo [Observations sur le mouve-

mcnl permancnl dune sphère dans un licpiich' in(h''lini[

(I<i7-i7l ).

Le mouvemenl subordonné du liquide esl supposé continu cl sans lourliillons.
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Les pressions du liquide sur les cléments de surface sphéiique sont équivalentes

à une force unique qui tend à éloigner la sphère de l'axe du mouvement.

Application de l'analyse vectorielle.

Levi-CivLla {T.). — [RSa| SiiUo sposlamento dcU' equilibrlo

[Sur le déplacement de réquilibi'ej (241-249).

Les théorèmes de Rayleigh sur l'équilibre des sj'Stèmes matériels (l'hil.

Magazine, t. XLLX. ••'^"ô) portent à des conclusions qui, pour ce qui concerne la

stabilité, ne peuvent élre appliquées sans distinction à tous, les, états voisins de

létat d'énergie minimum. Étant îi(ir,, ..., x,,) l'énergie du sjstèmc et

/^(x^, . . ., x,j = (k = t. i l) {l < n)

les liaisons, L le potentiel des forces extérieures, on a pour l'équilibre

y.,>..s=o
1

et pour la stabilité il faut avoir

0- ( a — L

(i= i n).

Or on a

6-(i2 — U) = A -B^y "'"-'^'vx,.

=1:
(f 9. , ,

OC- f)X^

<)- L

et où le terme

B = > rjX, OX,,
t^ OX, fjX^

V (^ ( iî — U ) „
a = > ; 0-X,

'^Z ox.
1

provient des liaisons. Lorsque les liaisons sont des équations linéaires, on a

rf'x, = o et l'équilibre déplacé est stable dans tout champ uniforme de force.

S'il n'y a pas de forces extérieures, U = const., et l'énergie intérieure Q. dans

la configuration d'équilibre par rapport aux liaisons a un minimum (deuxième

théorème de Rayleigh).

Lorsque £2 est une forme quadratique par rapport aux coordonnées, les

liaisons sont linéaires et homogènes et les forces extérieures sont constantes ; par

suite, la configuration d'équilibre iléplacé rend il maximum par rapport aux

valeurs correspondant à tout nouvel étal d'équilibre qui aurait lieu ensuite de

l'introduction de nouvelles liaisons.

Greggi {G.). — [H 11] Le formole risolulive e i Icoremi di

Schmidt per i sislcml di equazioiii inlcgrali [Les formules de

résolution et les théorèmes de Schmidt pour les s-ystémes d'équa-

tions intégrales] (541-5^1 )•
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^aeri {F.). — l^i^J Sulle congruenze solendidali [Sur les

conoTuences solénoïdales] (y69-'j'y4)-

Elanl a un r;i\on d'une congruence S et -^ l'ensemble (tuyau infinitésimal)

(les rayons de il infiniment rapprochés de a, si les sections de t^ pour des plans

perpendiculaires à a ont toutes même aire, la congruence ^ est appelée solé-

noidale.

L'auteur démontre, par voie synthétique, le tlicorcme suivant, établi analy-

li(iuemenl par M. Cisolti {Rend, des Lincei, t. XI.\, 1910, p. 325) :

n Toute congruence solénoïdale est formée par les droites menées sur les

plans osculateurs d'une courbe parallèlement aux tangentes respectives, et toute

congruence formée de celte manière est soléno'idale. »

DWrcais (F.). — ]G1«] Sul teorema délia inversibilità del-

l'ordine dcllc derivazioni [Sur le théorème de l'inversibilité des

ordres de dérivation] (819-822).

Bolldsso (M.). — [HllJ Suir cquazione aile potenze di una

equazloue secolare cd applicazione aile ecpiazioni integrali [Sur'

léqualion aux puissances d'une équation séculaire, et appli-

cation aux équations intégrales] (91 ^-980).

Favaio (^.). — [V3, 6] Archimede e Lconardo da Vinci

[
Archiniède et Léonard de Vinci] (953-970).

Antoniazzi (A.). — [U] Elementi ed elFcmeride del pia-

neta (303) Padova per la opposizione del 1912 [Eléments et

éphéméride de la planète (363) Padouc pour l'opposition

de 1912] (977-979).

Tonolo (A.). — [R8/] Dna gcncralizzazionc dclla tcorla del

triedro mobile [Une généralisation de la ihéoi'iç du Irièdrc

mobile] (1075-1087).

("lénéralisalion (\cs composantes des rotations, des formules de Poisson et des

conditions qui lient les composantes des rotations dans la théorie du Irièdre

mobile, .application du calcul difFérciUiel absolu de M. Kicci.

rrcA'isdiu (/>.).-
[
ri J^

I

Siil inolo nicdio dei no(h iicl problcma

dci lie ciirpi [Sur le mouvcuieiil moyen des uomkIs dans le [iro-

bléme des trois corps[ (1089-1 '^7)-
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Pour le point représentatif de la solution générale du système

dx

dv
-7- = a,, ar -f- a^, v,
dt -' -^•

à coefficients périodiques. M. Levi-Civit.i {Ann. de l'École Norm. siip.,

t. XXVKI, 1911) b démontré l'existence du mouvement mo^en asymptoliqne, et

en a déduit le mouvement moyen du nœud dans le cas relatif à la théorie de la

Lune. L'auteur démontr-r «lue les nœuds ont aussi un mouvement moyen asymp-

totique dans le cas général, pourvu que les trois corps s'éloignent peu d'un

plan fixe,

Favaio {A.). — [^ 7] Per la storia délia Accademia del Ciniento

[Pour rhistoire de l'Académie del Cinienlo] (i i 7-3-1 178).

Lori (-/".)• — [TTr] Alcuni fenonieni relatlvi aile luiighe linee

di trasmissione [Sur certains phénomènes relatifs aux longues

lignes de transmission] (i 191-1 198).

Sili-a (G.) e PadoK-a (E.). — [U] Osservazioni sulle comète

191 1 6, c, e. f\ g fatte nella specola di Padova [Observations

sur les comètes 191 i b^c^e^j\g faites à l'Observatoire de

Padoue] (i3o7-i33o).

Tome LXXII, 1912-1913.

Fcnaro (A.). — [V7] Aniici e corrispondenti di Galileo Galilei :

XXIX. ^ incenzo Viviani (con ritratto) [Amis et correspon-

dants de Galilée : XXIX. Vincent \ iviani (^avec portrait)]

(i-i55).

Burali-Forti (C). — [Bi2] Sopra alcuni operatori lineari ve»-

toriall [Sur certains opérateurs linéaires vectoriels] (266-27^^.

Bottasso {M.). — [OoA] Le curvature negli inviluppi di relie

e di piani con applicazione aile polari réciprocité di una linea

data [Les courbures dans les enveloppes de droites et de plans,

avec application aux polaires réciproques d'une courbe donnée]

(281-307).

Applications du calcul vectoriel.



94 SECONDK PARTIE.

Cisotli {U.). — [T2] Siille deformazioni isoslatiche a retico-

lalo cartesiano [Sur les déformations isostatiques à réseau car-

tésien] (391-404).

En tout point d'un milieu électrique, il y a trois éléments orthogonaux

à ciiacun desquels les efforts intérieurs sont perpendiculaires. Ces éléments,

considérés en tous les points du milieu, ne forment un système triple ortlio-

gonal que sous cer.taines conditions. L'auteur étudie le cas où le système triple

est formé par des plans.

Panopassu (C). — (T2] Intorno aile linee d'influenza relative

aile Iravi elastiche. Nota I |Sur les lignes d'influence relatives

aux poutres élastiques. Note IJ (^5^3-6oi).

Sci'eju [F.). — [Mo 8] Un tcorema d'inversione per gli integrali

semplici di prima specie appartenenti ad una superficie alge-

brica [Sur un théorème d'inversion pour les intégrales simples

de première espèce, appartenant à une surface algébrique]
,

^765-7-2).

Si. sur une surface F d'irrégularité /> > o, on prend un point j:, la condition

imposée aux p intégrales, siniples de première espèce de F, de prendre en

d'autres points de F des valeurs respectivement congruentes k celles qu'elles

prennent en x, est algébrique. On a deux cas :

1. Si ]es p intégrales prennent les mêmes valeurs en un nombre fini m de

points, les oc' groupes de m points forment une involulion de même irrégula-

rité p que la surface F.

2. Si les p intégrales prennent les mêmes valeurs en un nombre infini de

points, les x courbes algéliriques sur lesquelles les/» intégrales sont constantes

forment un faisceau de genre/?.

Guait'schi [G.). — [D6j Siil sistema fondamentale délie gran-

dezze intiere di un corpo di funzionl algebriclie di due variabili,

i cul coefficienti appartengono ad un corpo chiuso [Sur le sys-

tème fondamental des grandeurs entières d'un corps de fonc-

tions algébriques de deux variables, dont les coefficients appar-

tiennent à un corps fcrjiié [81 7-822 |.

Soient A un corps fermé, ii le corps constitué par toutes les fonctions ration-

nelles de deux in<léterminées x^, x^, ayatit pour ci efficients des quantités de A;

et soit K un corps aigebritiue supé.rieiir à iî et d'ordre n par rapport à ce der-

nier. VIors on peut trouver en K des quantités a,, Xj, .... À^ telles que toute

quantité entière du corps s'exprime par
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u, M„ étant des fonctions ratic^nnclles enlicres quelconques apparte-

nant à il.

Comessatti {A.'). — fK22] Alcune osservazioni teorico-pratiche

di fotoo;ramni<nria illustrate da un espnn)io [Quelques observa-

tions ihéorico-pi'atiqufs de pliot()i;ryniniétrie illustrées par un

exemple] (865-892, - planches ).

Da Rios (L.-S.). — [S3ta] Sul profdo \eilicale del thalweg

per alvei curvilinei a fondo mobile [Sur le profil vertical du

thalweg; pour des lits curvilignes à fond mobile] ( 949-9Ô5).

De Stefani { A.). — [J2^^'] Velocità e giacenza délia moneta.

Analisi dei due concolti (957-969); caratteristiche nolevoli

(^i 1 91-1 201) [Mouvement rapide et stase de la monnaie. Analyse

des deux concepts (957-969); caractéristiques remarquables

(i 191-T 201)]. '

Di Faccio [A.). — [S 2c] Sulle lamine vorticose in seno a un

liquido perfetto [Sur les lames tourbillonnaires dans un liquide

parfait] (971-988).

Fai'aro (A.). — \^'\ Studi e ricerche per una iconogralia

galileiana [Études et recherches pourune iconographie galiléenne]

(995-io5i).

Molinari {A.-M.). — [C2/«] A proposito di un teorema sugli

integrali definiti impropri [A propos dun théoi'ème sur les inté-

grales définies impropres] (i i25-i i3i ).

Comessatti {A.). — [M, 2] Sui gruppi di /• punti coniuni ad

r série lineari di dimensione /• — i [Sur les groupes de /• points

communs à / séries linéaires de dimension /•— i (i 1.3:^-1 \\\).

Albcnga (G.). — [DiZ^j Su di alcune applicazioni di série iri-

gononietriche aile determinazlone di linee elastiche [Sur quel-

ques applications de séries trigonométriques à la détermination

de lignes élastiques] (1183-1189).

DelV Agnola i^C.-A.).— [J2^] Délie rendile vitalizie sw n leste

[Sur les rentes viagères sur n tètes] (^1203-1226),
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Da Bios (L.-S.). — [SSZ^a] Sulla stabilità del régime dei corsi

d'acqua ad asse curvilineo [Sur la stabilité du régime des cours

d'eau à axe curviligne] (i293-i3o2).

Le^i-Ci^ita { T.). — [H 9] Sulla trasformazione délie equazioni

lineari a derivate parziali del seconde ordine [ Sur la transfor-

mation des équations linéaires aux dérivées partielles du second

ordre] (iSSi-iSôj].

La question de la possibilité de iransformer l'équation

en Tautre

dx,.()x^ '
dx'i.

se réduit, par l'application des méthodes du calcul différentiel absolu de

M. Hicci, à la détermination des invariants relatifs à une forme dill'éreniielle

quadratique avec des invariants et systèmes covariants associés.

Si un certain invariant J n'est pas nul, l'équation peut se mettre sous la

forme
du

A., u H 7— = o,

le paramètre Ao étant relatif à une certaine forme

ds"- = £a^^ dx^ dx,

et d'z étant un certain élément ds déterminé pour cliaque point x^. Xy
Pour J = o, on a trois types. L'un d'eux se classifie comme les formes dillé-

renlielles quadratiques auxquelles sont associés deux invariants y',, y',. Les

autres tieuv types peuvent se réduire respectivement aux formes

(Pu _
ôx Oy

iL (— \ —
ôx \0y

-*- "^ - ''•

Cecconi (A .). — [Ci] Sistcmi doppi covarlanti a sistema deri-

vate nullo, associai! ad una forma (liflcrenzlale binaria [Svs-

tèmes doubles covariants, ù système dérivé nul, associés à une

forme dillérenlielle blnairc| ( 1
435-1 /j3(.) ).

Un connaît :

A. Le système des cocfficitnls a„ ;

[i. Le système des éléments £,,, défini par

6,,= ej.,= o,^
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C (en supposant que la forme fondamentale soit de classe zéro). Les sys-

tèmes qui, en substituant aux x les variables qui rendent la y canonique, se

changent en systèmes à éléments constants.

L'auteur démontre qu'il n'y en a pas d'autres.

Tome LXXIII, 1913-1914.

Favaro {^A.).— [V 7] Amici e corrispondenti di Galileo Galilei :

XXX. Niccolo Aggiunti [Amis et correspondants de Galilée :

XXX. Nicolas Aggiunti] (1-77)-

Favaro (^•)- — [^ 7] Nuove ricerche périma iconografia gali-

leiana [Nouvelles recherches pour une iconographie galiléenne]

(io5-i34).

Tonolo {A .). — [S3^] Nuova risoluzione del problema délie

onde di Poisson-Cauchj [Nouvelle résolution du problème des

ondes de Poisson-CauchyJ (545-071).

Le problème étant n'duit à trouver une fonction /(-, t), intégrale de

l'équation

l'auteur emploie la méthode de M. Volterra et trouve la solution sous la forme

d'intégrale définie.

Bompiani {E.). — [N réf. Q2J Contribulo allô studio dei sis-

temi lineari di rette nello spazio a quattro dimensioni [Contribu-

tion à l'étude des systèmes de droites dans l'espace à quatre

dimensions] (579-616).

Un complexe

£,i. a.i'/'.t ~ ^ ( ^ii+ ^i. = O' <^<, = ° )

fait correspondre à tout point x un pian ç dont les coordonnées sont

et si les points x, y qui déterminent la droite p sont infiniment rapprochés,

on peut prendre

et l'équation du complexe est

£?,. £/:r,,- o

(équation pfaflienne liée au complexe).
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Une courbe est appartenant au complexe lorsque ses tangentes y appar-

tiennent, et elle est par conséquent une courbe intégrale de léqiiation pfaf-

fienne. Ces courbes ont des propriétés remarquables. Il y a aussi des surfaces

sur lesquelles une famille de caractéristiques appartient au complexe. L'étude

de ces surfaces conduit à des cas nouveaux d'intégraltilité de l'équation de

Laplace. Dans la seconde Partie du travail, l'auteur étudie les groupes de

transformations appartenant au complexe ou aux sj'stémes siihordonnés.

De Slefani {A.). — [J^^^] L'oteliniità del danaro [L'ophélimlté

de l'argent] (617-638).

Cecconi i^A . 1. — fC4j Sistenti covariaiiti di ordine qualunque

a sistema derivato nullo, associât! ad.una forma difTerenziale

binaria [Systèmes covariants d'ordre quelconque à système

dérivé nul, associés à une forme différentielle binaire] (63c)-

64-).

Si la forme est de la classe zéro, le système général d'ordre n à jstème
dérivé nul est formé par la somme de 1" termes à coefficients constants, qui

sont tous les produits des systèmes simples ayant le système dérivé nul et*

l'invariant algébrique = i.

Si la forme est de la première classe, il n'3' a pas de systèmes d'ordre impair

dont le dérivé soit nul. Pour ceux d'ordre pair, l'auteur donne une méthode de

détermination.

Toscano (S.-A.). — [O 2 o i-ef. B 12] Evolutoidi ed evolven-

l(Mdi délie curve piane [Dévcloppoïdes et développantoïdes des

courbes planes] (667-680).

Enveloppe des droites rencontrant une courbe sous un angle constant, et

trajectoires orthogonales de ces enveloppes. Application du calcul vectoriel.

Sigiiorini {A .). — (S 2e] Moto di un punlo soggetto a resis-

tenza idraulica e forza di richiamo (Mouvement d'un point

soumis à une résistance hydraulique et à une force d'attraction]

(8o3-858).

Mouvement oscillatfiire correspondant à mie é(|uation de la forme

mx" -\- ikx' -k- tjj-ar = o,

X étdnt la distance du point nu centre d'attraction. La durée de l'oscillation a\

pour t = .c, la limite

V m X

ou m est la masse du point et u>'-' la force d'attraction.
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Dans riiypothèse d'une petite résistance, une correspondante approximative

donne une expression de x en fofiction de f, dépendant de l'inversion dune
intégrale elliptique.

Enfin l'auteur examine les cas de m = o et de w = o.

Levi-Ci^'ita {'T.). — [T9rt] Sforzo di régime e sforzo di avvia-

mento pei velcoli trainati [EfTort de régime et effort d'achemi-

nement pour les véhicules traînés] (931-946).

Montalti [M.). — [Hiy] Sulla riduzione dei sistemi differen-

ziali con particolare riguardo ai sistemi canonici [Sur la réduc-

tion des systèmes différentiels et particulièrement des systèmes

canoniques] (i 109-1 133).

Le but de l'auteur est d'unifier les deux procédés de réduction, dont l'un vise

à l'abaissement de l'ordre dans la rechercUe de l'intégrale générale et l'autre à

la construction de solutions particulières.

Le système

est équivalent à l'autre système auxiliaire aux différentielles totales

dyj ^ Y.
dx '"

d^u = i Z/, -^
. \i^', j

dx +2] . \i dy,-

La considération de ce système auxiliaire et l'usage des intégrales de ligne

donnent une généralisation des deux procédés mentionnés.

Pour les systèmes canoniques, le système auxiliaire s'obtient par la variation

d'une intégrale qui est une extension du principe de l'action stationnaii'e.

Gini (C). — [J2» ] Sulla mesura délia concentrazione e délia

variabilità dei caralteri [Sur la mesure de la concentration et de

la variabilité des caractères] (i2o3-i248).

De Stefani {A .). — [Jâ^-] I criteri economici subiettivi perla

determinazione quantitativa délie ricchezza [Les critériums éco-

nomiques subjectifs pour la détermination de la ricjiessc] (i553-

l5t)2).
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Tome LXXIV, 1914-1915.

Fai'aro (A.). — [^7] Presentando una traduzione inglese dei

Dialoghi délia Nuova Scienza [En présentant une traduction

anglaise des Dialoghi délia Nuova S<ienza\ (SS-Sg).

Gini {C). — [ Jâo^] Di una misura délie dissomiglianza fra due

gruppi di quantité e délie sue applicazioni allô studi'o délie rela-

zioni statistiche [Sur une mesure de la dissiniililude entre deux

groupes de quantités et sur ses applications à l'étude des rela-

tions statistiques] (i85-2i3).

Favaro {A.). — [^^] Nuove contribuzioni ad una iconografia

galileiana [Nouvelles contributions à une iconographie gali-

léenne] (3o5-3i'j).

Andreoli {G.). — [H II] Sulla calibrazione dei tubi termome-

trici e le equazioni funzionali [Sur la calibration des tubes ther-

mométriques et sur les équations fonctionnelles] (Sig-SaS).

On est conduit à des équations intégrales.

Signorini (A.). — [S 2e] Sul moto di un sistemaolonomo sog-

getto a resistenza idraulica e forza elastica [Sur le mouvement

d'un système holonome soumis à une résistance hydraulique et

à une forc^ élastique
]
(327-840).

Dans la Note précédente (t. LXXIII, p. 8o3 ), l'auteur s"était borné à une

dimension. Ici il étend ses résultats (comportement asymptotique du mouve-
ment pour t = ce) au mouvement d'un point dans un espace euclidien de n di-

mensions. Le mouvement présente un amortissement oscillatoire.

Cisotti {[/.). — [H9/>] Sulla equazione A.j'i/^«1/ [Sur l'équa-

tion Aa^j/ = <]/] (455-464).

L'intégrale est exprimée en série de puissances de y, les coefficients étant des

fonctions de x.

Gini (C). — [J2^] Indici di omofilia e di rassomigiianza eloro

relazione col coefficienle di corrclazione e con gli indici di attra-

zione [Sur les indices d'honiophilie et de similitude et leurs

relations avec le coefficient de corrélation et avec les indices

d'attraction] (583-6io).
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Favaro {A.). — [V7] Aniici e corrispondenli di Galileo Galilei :

XXXI. Bonaventura Cavalieri [Amis et correspondants de

Galilée : XXXI. Bonaventurc Cavalieri] (^oi-^6-).

Pietra (G.). — [J2^] Délie relazioni fra gli indici di variabi-

lità [Sur les relations entre les indices de variabilité] : Note I

(775-792), Note II (-93-804).

Pascal (A.). — [^ 8[ Sopra una lettera inedita di Girolanio

Saccheri [Sur une lettre inédite de Jérôme Saccheri] (863-82o).

Dalce de Pavic, i3 décembre 1726. Démonstration relative à une construc-

tion de trisection.

Levi-Ciinta (T.). — [U9J SuUa riduzione del problema dei tre

corpi [Sui* la réduction du problème des trois corps] (907-939).

L'auteur perfectionne la méthode dans le but de rendre plus clairs certains

pa-isages intermédiaires. Il introduit comme coordonnées du système deux

angles 6, ^ pour déterminer le plan des corps par rapport au plan invariable,

et six coordonnées cartésiennes pour les trois corps dans leur plan. Au moyen
de l'intégrale des aires, il obtient la réduction à six degrés de liberté, ce qui est

particuliéreirient utile pour la comparaison avec le cas où les trois corps restent

toujours dans le même plan. Par le-* intégrales des quantités de mouvement, il

obtient Inlii-rieure réduction à quatre degrés de liberté et les équations de

Wliittaker. Pour les solutions de Lagrange ( triangles équilatéraux ), il trouve

que l'intersection du plan des corps avec le plan invariable tourne ^non unifor-

mément) avec un mouvement moyen égal au double de la vitesse angulaire de

chacun des corps.

Rossi {L.-l'\). — [R9] SuUe condizioni di slabililàdei mûri con

larghe aperture [Sur les conditions de stabilité des murs avec

de larges ouvertures] (1029-1068, 3 planches).

Tonolo {A.). — [Di6a] Sullo sviluppo di una funzione in série

di Fourier [Sur le développement d'une fonction en série de

Fourier] (i 253-1258).

AndréaH [G.). — [IIllJ Su alcune equazioni integro-differen-

ziali lincari a duc e più variabili [Sur certaines équations

intégrit-diUércntielles linéaires à deux et à [plusieurs variables]

(1265-1274)-
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L'équation considérée est

m n

où '-p(a:, y) est la fonction à déterminer.

Cisotti {C'.). — [S3rt] Sulla contrazione délie vene liquide

[Sur la contraction des veines liquides] (1499-1009).

Favaro {A.). — [V7J Quarant' anni di studi galileiani (18-6-

191 5) [Quarante ans d'études galiléennes (1876-1915)] (161 5-

i658).

Silva i G.). — [U] Sulla determinazione délia irregolarità dei

perni di un cerçhio nieridiano [Sur la détermination de l'irré-

gularité des pivots d'un cercle méridien] (1659-1684)-

Comessatti {A .). — [M,2] Limiti di variabilità délia dimen-

sione e dell' ordine d'una g'^ sopra una curve di dato génère

[Limites de variabilité de la dimension et de Tordre d'une ^^sur

une courbe de genre donné (1680-1709).

Si p, T sont deux entiers, définis par les inégalités

ip—2 ^ ^ ^ ip —

T(X-I)< .!£- <t(T+t).
r — I

2 p ( rt — I ) — 2 p
P(P -l-i)

Boggio (T.). — [RI] Sulla tormola fondamcnlale dolla cincma-

tica dei sistemi rigidi [Sur la formule fondamentale de la ciné-

matique des systèmes rigides] (i 790-1 799).

ICtant M, N deux points du système et M', N' leurs vitesses, on a

M'=^ N'-t- Î2A(M — N).

il l'ianl un vecteur (vitesse angulaire instantanée) qui ne dépend que du

temps. La démonstration est fondée sur l'identité suivante, établie par Pieri
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entre trois vecteurs p, q, r non complanaires et un vecteur quelconque u :

p X q \ r.u = u i< p.q \r -Jr- u x q .rAp -\- u x r.pXq.

Gini (C). — [J2^] Nuovi conlributi alla teoria délie relazioni

statistiche [Nouvelles contributions à la théorie des relations

statistiques] (1903-1942)-

Cecconi (A.). — [R"^^] Sul moto di un punto attratto da più

centri mobili con legge nota [Sur le mouvement dnn point attiré

par plusieurs centres mobiles selon une loi connue (2o53-

2069).

Tome LXXV, 1915-1916.

Favaro {A.). — [V7] Amici e corrispondenti di Galileo Galilei :

XXXHI. Mattia Bernegger [Amis et correspondants de Galilée :

XXXIII. Mathias Bernegger (29-53).

Fa\aro {A.\ — [^ "] Nuovi maleriali per iina iconografia

galileiana [Nouveaux matériaux pour une iconographie gali-

léenne] (55-64).

Marzolo {F.). — [S 3/>] Le accelerazioni perturbatici nello studio

délie correnti a régime graduulmente variato [Sur les accéléra-

tions perturbatrices dans l'étude des courants à régime graduel-

lement varié] (^267-29-).

Da Rios {I..-S .). — [S2c] Sezloni trasversali stabili dei fdetti

vorticosi [Sections transversales stables des filets tourbillon-

naires] (299-308).

Gini(C.). — [-'^.ir] Sul critcrio di concordanza fra due carat-

teri [Sur le critérium de concordance entre deux caractères

[

(3o9-33i).

Lei'i-Cii'itr/ { 7\). — [R6^^] SuUa introduzione di vincoli olo-

nomi nelle equazioni dlnamichc di Hamilton
|
Sur linlroduclion

de liaisiuis holonomiques dans les équations dynamiques de

Hamilton] (387-395).

Etant donné un système S coiiservalif et en introduisant de nouveaux liens
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holonoines, où obtient un système S'. La construction des équations du mouve-
ment sous forme canonique implique la détermination de la nouvelle fonc-

tion H'. L'auteur donne un procédé simple pour déterminer H' en fonction de
la H (du système S) et des équations des liens.

Palatini (A.). — [S'^d] Sulla confluenza dl due vene [Sur la

confluence de deux veines] (45ï-468).

Favaro {A.) — [V7] Amici e corrispondenti di Galileo Galilei :

XXXI\ -XXXVI. Bonaventura, Abramo e Lodovico Eizevir

[Amis et correspondants de Galilée : XXXIV-XXXVI. Bona-

venture, Abram et Ludovic Elzevirj (48i-5i4).

Favaro {A.). — [Vo6] Pietro d'Abano ed il suo Lucidator

astrologiœ [Pierre d'Abano et son Lucidator astrologiœ]

(5i5-527).

Lori (F.). — [T7c] Un' espressione dell' energia elettromagne-

>

lica in funzione di démenti locali [Une expression de l'énergie

électromagnétique en fonction d'éléments locaux] (819-826).

Conli (C). — [S 2] Sopra un criterio di distinzione del moto

potenziale nei fluidi [Sur un moyen de distinguer le mouvement
potentiel dans les fluides] (9-5-985).

Da Hios (L.-S.). — [SS/^a] Sopra iina spéciale concezione del

fenomeno fluviale [Sur une manière spéciale de concevoir le

phénomène fluvial] (1001-1021).

De Stefani (^.). — [-ï^o] ^^ alternanze dei massimi e dei

minimi nei fenomeni collettivi [Sur les alternances des maxima

et des minima dans les phénomènes collectifs
[
(io23-io2-).

liossi (L.-V.). — [R9c] Intorno al problema délia resistenza

nei tcrreni pcr fondazioni [Sur le problème de la résistance dans

les terrains pour fondations] (1061-1088).

^S<^^eri (F.). — [JN^S] Siii fondamciili dclla gcomctria uumora-

tiva e sulla teoria délie caratteristiche [ Sur les fondements de la
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géométrie énumérative et sur la théorie des caractéristiques]

(l I2I-I 162).

Favaro {A.). — [V7| Amici e corrispondenti di Galileo Galilei :

XXXVII. Mario Guiducci [Amis et correspondants de Galilée :

XXXVIÏ. Marius Guiducci] (i357-i4i8).

Gini{C.). — [J2^] Indici di concordanza [Indices de concor-

dance] (1419-1461).

Del Vecchio {E.). — [H9] La soluzione fondamentale per

ô^z àz _
dx^ (Jy

La solution fondamentale pour

d^z àz _ 1.

dx^ d) J

(i529-i558).

Propriétés de la fonction

E,C= — x.-t,- y) =
I f/iJ. cos [ u' ( T, — y ) — ix(H — x)].X

Barali-Forti (C). — [iM|8] Sulla curva di caccia [Sur la

courbe de poursuite] (1.589-1597).

Tome LXXVI, 1916-1917

(9* série, t. 1).

Favaro {uA .). — [ V7] Amici e corrispondenti di Galileo Galilei :

XXXVIII. Marino Mersenne [Amis et correspondants de

Galilée : XXXVIII. Marin Mersenne] (35-92).

Palatini {A.). — [T2] SuUe quadriclie di deformazione pergli

spazi S3 [
Sur les quadriqucs de déformation pour les espaces S3]

(125-148).

Etant
rfs^ = S a^, dx^ dx^

l'élément linéaire de l'espace S„ et

'1 = 2 Ç„ x^ X,

une quadrique, les conditions pour que celle-ci puisse se prendre comme qua-

Bull, des Sciences niathéni ,
2' série, t. XLIII. (Décembre 1919.) H. 10
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drique de défoitnalion, ont élé trouvées par de Saiiit-Venanl et Bellranii et

g<'néralisées par l'adova cl Ricci. L'auteur traite le problème pour les Sj doués

lie ijToupes transitifs de inouvemenis rigides à quatre et à trois paramètres.

DeirAgnold iC-A .). — [D 1 ]
Del niassinio e del miniiiio di iina

funzlone continua, limite d'iiiia siiccessloiie di tuuzioiii coiitiniic

[Sur le niaxiiiiuni et le minimum dtine fonction continue, limite

diine succession de fonctions continues] (^Soi-Sog).

Fa<^aro {A.). — [V7] Amici e corrispondenti di Galileo Galilei :

XXXIX. Nicolo Fabri di Peirasc [Amis et correspondants de

Galilée : XXXIX. ]Nicolas Fabri di l^eirasc] (Sg 1-636).

Da Rios (L.-S.). — [S 2e] Sulla trazione di natanti aerei e

subacquei [Sur la traction de corps flottants dans l'air et sous

l'eau] (855-865).

Serini {R-)- — [J^i^] SuUe legi ereditarie che conservano i

massimi. Nota I [Sur les lois d'hérédité qui conservent les

maxima. Note I] (i loo-i 1 15).

Gini (C). — [J2^] Délie relazioni tra le intensità cograduate

di due caralteri [Sur les relations entre les intensités cograduées

de deux caractères] (i i
^\--\ i85).

Marletta (G.). — [R7 réf. 02] Preliminaii di geoiuetria pro-

ietliva ad infinité dimeii>ioni
|
l'réliniinaires de géométrie

projective à un nombre inliiii de dimensions] (i i8~-i iQ").

Un espace linéaire à un nombre infini de dimensions est de rang iini lors-

(|u'on peut fixer un nombre /• ttl que, pour n 1 r, tout S„ ail au moins un point

commun avec l'espace donné. De tels espaces existent, comme l'auteur l'a

prouvé {Atti dell' Ace. Gioenia di Calania, 5" série, vol. X, ifjiG). Ici il

expose les propriétés fondiiiiicntaics de ces espaces : projections, sections, pers-

pective, lioiuologic, etc.

Ronchi {M.). — [U9] Sulla riduzione esplicita del probb'ma

dei tre corpi [Sur la rédiKilitn explicite du problème des trois

corps] (1221-1,235).



HKVUE DES PUBLICATIONS. 107:

Tome LXXVII, 1917-1918

(9* série, t. II;.

Favaro i^A.'). — [V 7] Amici e corrispondenti di Galileo Galilei :

XL. Giuseppe Moletli [Amis et correspondants de Galilée :

XL. Joseph Moletti] (47-1 18 ).

Signorini {A.). — [S6ft] Sul moto dei proiettili di bombarda

[Sur le mouvement des projectiles de bombarde] (i 19-148, une

planche ).

Favaro i^A.'). — [^ 7] Intorno alla prima edizione fiorentina

délie Opère di Galileo [Sur la première édition florentine des

Œuvres de Galilée] (229-242).

Bura/i-Forti (C). — [Mo 7c] Rigate sviluppabili con assegnato

côno direttore o con assegaata direttrice [Sur les surfaces déve-

loppables ayant un cône directeur donné ou une directrice

donnée] (3o3-3i6j.

Application du calcul vectoriel;

Bordiga (G.). — [Q -] La varietà rigata, di dimensione, ordine

e classe n -{- 1 nello spazio (2/1 -|-i). per lo studio dell' omo-

grafia spaziale [Sur la variété réglée, de dimension, ordre et

classe n-\-i dans l'espace (2/2 -\- 1), pour l'étude de l'homogra-

phie des espaces] (6i--3d-).

Dans un espace S„„^, on prend trois espaces S^,, S^. S"' indépendants (espaces

directeurs): par un point de l'un d'eux, on peut conduire une seule) droite a

incidente aux deux autres. Le lieu des droites *a (incidentes aux trois

espaces S^, S'^,, S|^') est la variété dont il s'agit et dont l'auteur étudie les pro-

priétés. Il étudie aussi deux systèmes de courbes rationnelles normales existant

sur la variété, il détermine l'ordre et la classe de celle-ci et en fait la représen-

tation sur un espace S„^,. Les propriétés trouvées sont aussi appliquées par lui

à l'étude de Ihomngraphie dans S„. et Tintersection de la variété avec un S„

conduit à une classification de ces homographies.

Gini{C.). — [J^^] Di una estensione del concetto di scosta-

mento medio e di alcune applicazioni alla misura délia variabi-

lità dei caratteri qualitativi [Sur une extension de la notion

d'écart moyen et sur quelques applications à la mesure de la

variabilité des caractères qualitatifs] (^3g--^6i).
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Bottasso {M.). — [Mo 7c] Sulle rigate sviluppabili passant! per

una linea e per le sue trasformate di Combescure [Sur les déve-

loppables réglées passant par une ligne donnée et par ses trans-

formées de Combescure] (479-485).

Application du calcul vectoriel.

S. RiNni.

ERRATA

2' série, Tome XXXV, 191 1, 2' Parlie :

Page 17, ligne 6 en remontant, au lieu de 1908, lire 1905 (c'est-à-dire lire

Analyse du /. M. P. A., année 1905 ).

2' série. Tome XLII, 1918, 2" Partie :

Page 14, ligue 9, au lieu de Tome XXXVIII, 1907, lire Tome XXXIX, 1908.

A la Table alphabétique des Matières, au lieu de Alli del R. Istituto veneto....

T. XLIV, 1904-190.5, lire T. LXIV, 1904-1905 à T. LXVII, 1907-1908.

FIN DE LA SECONDE PARTIE DU TOME XLIII.
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